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Introduction 

Le r6sultat "F 4 = 0" entre maintenant dans la trame de nombreuses theories ; cependant, 

ma connaissance, aucune d~monstration nouvelle n'en est apparue depuis celle que j'ai 

donn6e dans le S6minaire Ho Cartan en 1962-63. C'est cette d6monstration qu'on trouvera ici, 

quelques d~tails de presentation pros ; la plupart de ces sm~liorations mVont ~t6 sugg6- 

r~es par M. N° H. Kuiper. II m'est agr6able de le remercier ici, ainsi que les auditeurs du 

S~minaire Caftan, en particulier M. H. Caftan lui-m~me, et M. B. Morin (qui m'a notamment 

signal6 l'oubli d'un cas particulier, baptis~ par lui "le V6suve" ; il s'agit de la surface 

correspondant an type II, chapitre VI, § 3). 

Le principe de la d~monstration est expos~ au chapitre I. "Y 4 = 0" signifie que tout 

diff~omorphisme de la sphere S 3 peut se prolonger enun diff~omorphisme du disque D 4. 

La vole suivie consiste A d~montrer un th~or~me plus fort : 

(I) Le groupe des diff~omorphismes de la sphere orient6e S 3 est connexe. 

On montre facilement (cf. § 2) l'~quivalence de (I) et de l'~nonc6 suivant : 

(2) Le groupe ~ des diff~omorphismes du disque orient~e D 3 est connexe. 

On ~tudie @ en le consid~rant comme fibre de l'espace homog~ne ~/~ , o~ ~ est l'es- 

pace des plongements, d'orientation positive, de D 3 dans R 3 ; ~/~ es% "l'espace des 

3-disques de R 3'', et l'exactitude (d6montr6e par Alexander et Morse) de la conjecture de 

Sch~enflies diff~rentiable pour S 2 montre (of. § 3) que ~/~ s'identifie ~ l'espace ~/~ 

"espace des 2-spheres de R3"o Soit ~e la composante connexe de l'~l~men% neutre dans 
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; montrer (2) revient ~ montrer : 

(3) Le rev~tement ~= ~/S de ~/~ est trivial. 
e 

Autrement dit, on doit montrer qu'il est possible de choisir continuement au-dessus de tout 

~l~ment de S/~ un 3-disque de R 3 muni d'une classe d'isotopie de param~trages ; (3) 

appara~t ainsi comme une g~n~ralisation ~ un param~tre du th~or~me d'Alexander-Morse, que 

l'on peut ~noncer ainsi : 

(4) L'application bord : ~ , ~/~ est surjective. 

La d~monstration classique de (4) consiste ~ montrer que l'image de l'application bord (qui 

est visiblement ouverte) est dense dams S/~. On munit pour cola l'espace R 3 de la 

fonction "cote" (projection sur le 3~me axe de coordonn~es) et on utilise le th~or~me 

classique de densit~ de Morse pour montrer qu'on peut, par une petite d~formation, mettre 

route 2-sphere de R 3 en position g6n~rale par rapport ~ la cote. Mais pour pouvoir assurer 

que route section partielle donn~e au-dessus d'un ouvert ~I de la base d'un rev@tement pout 

se prolonger an-dessus de la base enti~re, il ne suffit pas que ~ soit dense ; il faut 

une condition plus forte, ~ savoir que le compl~mentaire de q% soit de codimension stric- 

tement sup~rieure ~un. La d~monstration de (3) n~cessite donc l'6tude jusqu'~ la codimension 

un de la stratification naturelle de l'espace des fonctions diff~rentiables r~elles sur une 

vari6t~ (que le th~or~me de densit~ de Morse ne d~crit que pour la codimension z~ro). Cette 

6rude est l'objet du chapitre II. L'outil essentiel est le th~or&me de transversalit~ de 

Thom, rappel~ au § I. Los principaux r6sultats sont la description explicite des singularit~s 

de codimension I (cf. les propositions 3 et 3') et la proposition 6 qui peut en gros 

s'exprimer co~e suit : "l'espace des fonctions poss~dant, outre des sin~ularit~s g~n~riques, 

exactement une sinffularit~ de codimension un, est une sous-vari~t~ de codimensionun de 

l'espace fonctionnel." Le lecteur peut dans un premier temps se borner ~ prendre conn~issance 

de cos ~nonc~s et de leur application (faite au § ~) ~ la subdivision de l'espace S/~ • 

Le chapitre III donne une d~monstration d~taill~e du th~or~me d'Alexander-Morse. L~ 

difficult~ essentielle qu'on rencontre pour d~montrer ce th~or&me (analogue ~ cello qu'on 



V I I  

rencontre pour d~montrer le th~or~me de h-cobordisme de Smale) est la suivante. II n'y a 

pas en g~n~ral sur un ~l~ment de (S/~)o (espace des 2-spheres de R 3 qui sont g~n6ri- 

ques pour la cote) de couple col-sommet qui soit "primitif", c'est-~-dire susceptible d'@tre 

d~truit par une d~formation semi-locale de la surface. Comme dans la th~orie du h-cobordisme, 

la m6thode consiste ~ filtrer ( S/~ )o au moyen d'une "complexit6", telle que les 

~l~ments non triviaux de petite complexit~ contiennent n6cessairement un couple primitif. 

Mais alors que dans la th~orie du h-cobordisme on diminue progressivement la complexit~ 

par uric suite d'op~rations de caractbre semi-local, un tel proc~d~ ne semble pas exister 

ici ; il est remplac~ par la m~thode, due ~ Alexander, qui consiste ~ d~composer une vari6t~ 

en "somme" (ou "difference") de deux vari~t~s de complexit~ plus petite. 

L'6tude approfondie de l'a~dition d'Alexander et de son rel~vement dans le rev@tement 

occupe le chapitre IV. Les propri~t~s de cette addition sont fondamentales pour la suite, 

car ce sont elles qui permettent, au chapitre VI, la construction de la section qui assure 

la trivialit~ de ~. Malheureusement, l'op~ration d'Alexander d~compose tout 61~ment de 

( ~/~)o en "vari~t~s avec ar~tes" ; d'ohun certain hombre de difficult~s techniques ; la 

solution adopt6e pour les r~soudre passe par uric ~tude d~taill~e des "mod&les de d6composi- 

tion" et de "double d~composition" (ces derniers interviennent pour l'~tude de l'associati- 

vit~). Dans une premiere lecture, on pourra se borner ~ faire connaissance des modules 

(§ 2), et ~ lire, au § 7, la d~finition d'un "modUle d'associativit~", et l'~nonc~ de la 

proposition 2 et de son corollaire. 

Le chapitre Vest consacr~ ~ la construction "~ la main" d'une section ~ de #~ pour 

les vari~t~s de petite complexit~ ; on utilise pour cela le lemme de suppression des 

singularit~s primitives ( § 2, lemme 4) qui est la version, adapt~e au probl~me, du 

"cancellation lemma" de Smale. Au chapitre Vl~ on prolonge cette section~ par r~currence 

sur la complexitY, d'abord ~ (S/~)o, puis ~ ~/~ entier. Cette construction utilise 

fond les r~sultats du chapitre IV, notamment l'associativit~ de l'additiono 
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On t r o u v e r a  r a s s e m b l 6 s  dans l ' A p p e n d i c e  d i v e r s  6nonces r e l a t i f s  aux f i b r a t i o n s  des  

e s p a c e s  f o n c t i o n n e l s ,  y compr is  l e s  c o m p l i c a t i o n s  t e c h n i q u e s  i n ~ v i t a b l e s  s i  on ne veu% pas  

se b o r n e r  ~ d i r e  que ,  l o r s q u ' i l  y a des  a r S t e s ,  %out se p a s s e  comme s t i l  n l y  en a v a i t  p a s .  

On y t r o u v e r a  ~galemen%une d~monstra%ion du th~or~me de Smale s u r  l e s  d i f f6omorph i smes  

de S2p utilis~ notammen% pour montrer l'~quivalence des formes (1) e% (2) du th~orbme 

principal. 



Summary * 

by 

N. H. Kuiper 

In this paper the author p$oves his theorem that any two differential structures on the 
L 

topological 4-sphere, both obtainable by ~luing two 4-discs along their boundaries, are 

(r 4 (mff s 3) = ~o(mff D 3) = I, diffeomorphic = 0). He does so by proving the theorems ~o 

where Diff M is the topological sroup of orientation-preserving diffeomorphisms of a diffe- 

rentigl mar~ifo[d M in the C ~-topOlo~-f, and D n is the unit n-ball with boundary S n-1 

in Rno 

The theorem F 4 = 0 is crucial for the following reasons. Let the (natural) homomorphism 

an : Diff D n ,Diff S n-1 have cokernel Fn =Diff sn-I/Image ~n" By the theory of Milnor 

and Kervaire on the h-eobordism groups 0 of homotopy n-spheres, combined with Smale's 
n 

proof of the generalized Poincar6 conjecture for dimensions n ~ 5, one has O = F = the 
n n 

"group of smoothings" of S n for n ~ 5, and much is known about F for n ~ 4 (e. g. 
n 

rn = 0 for n = I, 2, 3, 5, 6). The groups F n play an essential rSle in the theory of 

Munkres (following Thom)~ in which the obstructions to defining a smoothing on a combinatorial 

mani fo ld  l i e  in  cohomology grou~s wi th  c o e f f i c i e n t s  in  Pn, and in r e c e n t  t h e o r i e s  o f  B. 

Mazur, Mo Hirsch and others [se~, for example, R. Lashof and M. Rothenberg, Topology 3 (1965), 

357-388]° With the knowledge of Y 4 = 0 it follows, for example, that every combinatorial 

n-manifold admits a smoothing f~r n ~ 7, unique up to diffeomorphism for n ~ 6, and 

these bounds are sharp in view ~f the existence of different smoothingsof S 7 and the 

existence of combinatorial 8-mnnifolds whose hor, otopy type does not contain any smooth 

manifold. 

* Slightly modified version of Review No. 6641 a - d, Mathematical Reviews, 

Volume 33, page 1126, concerning J. Cerf "La nullit6 de~ o (~iff $3) ". 

Published with kind permission of N. H. Kuiper and the Mathematical Reviews, 



X 

Before discussing the proof~ I may remark that the author has recently obtained the 

related result • (Dill D n) = I for n ~ 10 ["Isotopy and pseudo isotopy", unpublished ; 
O 

read at the Internat. Congress Math. Moscow, August 1966 ; for abstract, see Abstracts of 

reports (Internato Congress Mathe. Moscow, August 1966), ppo 41-43, ICM, Moscow, 1966]. 

The main ideas of the proof will now he indicated. Let Emb(M , R 3) be the space of 

embeddings of a differential manifold (possibly with boundary and possibly with corners along 

that boundary) M C R 3 into R 3. Diff M acts by comuosition on the right on ~b(M,R3). 

Then, one obtains a fibration Diff M ~ ~nb(M , R 3) , Im M, where Im M is the 

(quotient) space of M-images of Embeddings in R 3. Set ~ = Diff D 3, ~e = the component 

of the identity in ~ , ~ = ~nb(D 3 , R3), ~= Diff S 2, and ~= Emb(S 2 , R3). Then, one 

has the fibrations S , ~ ; ~/V, ~ , . d  ,, ~/,,~ and g / g e  ' ~/Se " ~/~" 

By the weak differentiable Sch~nflies theorem for 2-spheres (proved again in this paper), 

the space of D3-images 

we have, with ~ / ~ e  = 

i s  con t r ac t i b l e  

of the covering map 

equals the space of  S2-images ~ / ~ .  Put t ing  ~ / ~ e  = ~/S g,  

(Dill D3), the fibration ~ (Diff D 3) ..., ~ ~P., ~/~. Since 
O O 

is connected, and so the problem is reduced to finding a cross-section 

p. This means that for every embedded 2-sphere, one must find an isotopy 

class of embeddings of D 3 all with that same boundary in 

In general, for a covering map C , A and a subset 

exists a section over B extending a given section over B 

R 3 . 

B C A with closure B, there 

in case A is locally connected 

and B is locally connected by arcs in A. In particular, this conclusion with B = A 

holds in case A is locally arcwise connected, B is open and dense in A, and the space 

~I (B) of paths in B is dense in the space ~-q1(A) of paths in A for the topology 

of uniform convergence. The author proceeds with the definition of such a B for the case 

A = ~/~, such that, moreover, the required cross-section over B can be defined later. 

For the definition of B = (~/~)° U (~/~)I and the proof of its properties, the author 

uses Thom's transversality theorems, as well as the auxiliary space ~ of differentiable 
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functions S 2 R 3, R. Let the function which is the third coordinate in as well as 

its restriction to any embedded 82~ be called height. Then (~/~)o consists of those 

S2-images on which the height is a non-degenerate differentiable function with all critical 

points at different levels. (~/~)I consists of those S2-images on which the height 

either is non-degenerate with exactly two critical points on the same level as some other 

critical point, or has exactly one degenerate critical point, the function is of type 

2 y3 
x + there, and all critical points are at different levels. 

Now one comes to the hard parts of the proof : the construction of the cross-section 

of p over (~/~)o, and then over (~/~)I which is a matter (not easy) of checking 

the required properties. 

For F £ (~/~)o let i F be the number of saddle points on F with respect to 

height° Let D be a horizontal ~isc at a non-critical height, with boundary BD C F, 

such that each component of F - ~D has at least one saddle point. Let JF be the minimal 

number of components of D ~ F for all such D, or JF = 0 if no such D exists. The 

pair (i F ~ jF ) is called the Alexemder complexity of F. An Alexander decomposition of 

F e ( ~/~)o is defined by a horizontal 2-disc D with boundary BD = D O F. It 

determines two embedded ~-balls with corners along the edge ~D, whose difference or union 

has ~ as bound~y. For (i F , jr) ~ (2 , 0) (le~icographical order), there exists 

Alexander decomposition such that each of the above 3-balls can be rounded off to have 

boundaries of complexity < (i F , jF ). Modulo the rounding off, the main idea is now to 

define the required cross-section for increasing complexity, for i F = 0 or I directly, 

and for (i F , jF ) ) (2 , O) by induction on the complexity. However, as an Alexander 

decomposition ~ives rise to corners and as one necessarily requires independence of the way 

in which one decomposes (here double Alexander decompositions are needed)~ the analogues 

(~k' etc., k = O, ..., 5) of notions such as S (denoted from now as ~o), ~e' ~ ' 

for D 3 are needed for each of six 3-dimensional "models" with horizontal edges, 
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2 2 2 2 2 2 
o b t a i n a b l e  from embeddings o f  ~x 1,  x2 ,  x 3 z (x I + x  2 + x 3 = 2) o r  (x I + x  2 + x  3 ~ 2  

and x~ = 1)J in  R3o There  a re  f i v e  k inds  o f  such embeddings,  and a s imple  one i s  chosen 

o f  each  k i n d  t o  g e t  ~ - d i m e n s i o n a l  models c o v e r i n g  s i n g l e  and double  Alexander  d e c o m p o s i t i o n s .  

An embedding f of D 3 into R 3 can be considered as the "sum" of its restrictions to the 

northern and southern half-balls of D 3. If the image of the equator disc is horizontal, 

then this sum covers an example of an Alexander decomposition of P = f(~D3)o From this ana- 

logous embeddings concerning other models, the author succeeds in constructing a commutative 

5 (defined, of course, only for suitable pairs). and associative addition on ~ = U i=o~k 

The additivity of the required cross-section of p with respect to Alexander decomposition 

in (~/~)o plays a key rSle in the careful elaboration of these ideas° With the extension 

of the cross-section of p now defined for (~k/~k)° (for k O, ,, 2) over ( ~k/~k )I 

the paper concludes, and the proof of the theorem is achieved. 



Chapitre I. La nullit4 de F4, g6n4ralisation du 

th6or&me d_~eSch~nflies pour S 2. 

§ Io D6finition du groups F n 

P~ppelons d'abord la d6finition des groupes 

et classiques relatives ~ css Kroupes. 

On d4siKne par Diff S n (resp. Diff D n+1) 

; enonce du th4or&me. 

Fn, et quelques propri4t6s 414mentaires 

le groups des diff4omorphismes de S n 

(resp. D n+1) qui conservent l'orientation. On munit ces groupes de la topologie Coo. 

On rappelle (cf. [2], proposition 2, p. 287) que, pour touts vari6t6 ~ bord compacts V, 

le groups des diff4omorphismes de V est ouvert darts l'espace de toutes les applications 

de classe C °O de V darts V qui conservent les relations d'incidence, muni de la topo- 

logie C °o ; ce groups est donc en particulier localement connexe par arcs, et m~ms par 

arcs diff6rentiables ; la composante connexe de l'414ment neutre dans ce groups eoTncide 

donc avec sa oomposante connsxe par arcs, ainsi qu'avec sa composante connexe par arcs 

diff6rentiables. 

Lemme 1 (MILNOR ; el. [2], p. 336). Quels que soient les 614ments g e_~% g' dugroupe 

Diff S n, leur commutateur gg,g-1 g,-1 est darts la composante connexe d_.~e l'416ment neutre. 

D4monstration. D'apr~s le th4or~me d'isotopie pour les plongements des disques 

* *) 
(Cfo [2], proposition 7, p. 335), il exists g (resp. g' isotope ~ g (resp. g') et 

induisant l'identit6 sur l'h6misph~re nord (resp. sud) de S n. Alors g g' = g' g ; 
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donc gg' est isotope ~ g'g. 

Cons6quence du lemme I. Le groupe w (Diff S n) est ab61ien (c'est en effet le groupe 
O 

quotient de Diff S n par la composante connexe de l'616ment neutre). 

Lemme 2. L'image de l'application canonique ~ : Diff D n+1 --,Dill S n contient la 
-- n 

composante connexe de l'414ment neutre dans Diff S n. 

D6monstration du lemme 2. Soit h un 616ment de cette composante connexe. D'apr~s la 

propri6t6 g4n4rale rappel4e an d4but de ce paragraphe h peut ~tre joint ~ l'614- 

ment neutre e par un chemin diff4rentiable, c'est ~ dire tel que l'application : 

(I) S n X [0 , I] ~ (x , t) --~ ht.x E S n 

soit diffgrentiable ; par un changement de param&tre, on peut en plus faire en sorte que 

l'application (I) soit tangente le long de S n x [I} ~ l'application (x , t) --~x. Soit 

T un v o i s i n a g e  t u b u l a i r e  de S n dans  Dn+l ; on identifie T ~i S n X [ 0 ,  1] ; on d6fi- 

nit une application g de D n+1 sur lui-m~me en posant 

<x , c s  [ o ,  I ]  

= identit6 sur (D n+1 - T). 

g est un 61@ment de Diff D n+l qui prolonge h ;donc h est dans l'image de ~n" 

Cons6quences des lemmes Iet 2. 

I ° L'image de l'application a est un sous-groupe distingu6 de Diff D n, et le 
n 

conoyau  de a e s t  un g r o u p e  a b 6 1 i e n .  
n 

P a r  d 4 f i n i t i o n ,  l e  conoyau  de ~ e s t  l e  g r o u p e  Fn+ 1.  
n 

2 ° (I~JRKRES ; cf. [5], p. 522). Le groupe Fn+ I est canoniquement isomorphe an 



conoyau de l ' a p p l i c a t i o n  

- 3 -  

%(ruff v n+l) -~ %(D~f : ) .  

Ceci pos~p notre but est de d6montrer le th~or&me suivant : 

Th6or&me I. Legroupe ~o(Diff S 3) est nul. 

II r~sulte de la cons6quence 2 ° ci-dessus que le th6or&me 1 ale corollaire suivant : 

Corollaire I. Le groupe F 4 e st nul. 

Dans un autre ordre d'id6es, le th~or&me I, compte tenu de [3~, a la consequence 

suivante : 

Corollaire 2. Le ~roupe ~3 (groupe des hom~omorphismes d_~e S 3 sur S 3) est canoni- 

quemcnt isomorphe~ , 3 ( S 0 ( 4 ) ) .  

§ 2. La nullit~ de F 4 ramen~e ~ un th6or~me d'existence de section d'un certain 

revStement. 

D'aprbs la proposition 4 de l'Appendicep le th~or~me 1 ~quivaut 

(2) 

(o~ 

su r  

Di f f (D 3 ! S 2) 

S2) .  

(Diff(D 3 ; S2)) = 0 o 

d6signe l e  groupe des  d i f f6omorphismes  de 

Notons ~ (resp° ~) le groupe Diff D 3 (resp. 

de l'Appendice, l'application canonique u : ~ -~ 

de sorte qu'on a une suite exacte : 

(3) . . .  ~1(~) --, ~1(~) ~ o ( D i f e ( D 3  ; S2)) 

D 3 qui induisent l'identit6 

Diff 32)." D'apr~s le th~or~me 1 

est une fibration localement triviale, 

~o (~) ~ ~o~-~ 

Du th~or~me 4 de l'Appendice (th~or~me de Smale), il r~sulte que l'application compos~e 
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 i(so(3)) zi(9) 

est un isomorphisme pour tout i ~ 0 ; donc : 

1 ° ~ o ( ~ )  = 0 ; 

2 ° L'application : ~i(9) --~i(#B) 

donc de la suite exacte (3) que (2) 4quivaut 

(4) %(9) = o. 

On est donc ramen4 ~ montrer que le groupe 

plongemen%s d'orientation positive de D 3 dams 

est surjective pour tout i ~ I. I1  r6sulte 

$ est connexe. Notons ~ l'esl~tce des 

R 3 ; de groupe ~ op~re ~ droite dams ~, 

de base not4e ~I/~ ; 

e s t  l oca l emen t  connexe pa r  a r c s  ; ~ e s t  donc un 

e s t  connexe d ' ap r&s  l a  p r o p o s i t i o n  3 de l ' A p p e n -  

dice ; donc ~ est connexe aussi ; or, d'une faGon g4n4rale, pour qu'un revStement connexe 

soit trivial , il faut et il suffit qu'il admette une section continue. Dans le cas pr4sent, 

la trivialit4 de ~ 4quivaut 

6quivaut au suivant : 

Th4or&me I'. Le revStement 

Remarque 1. L'espace ~/~ 

= ~e' donc ~ (4) ; par cons6quent le th4orbme I 

R = ~ / ~ e  d e  ~ / ~  admet une s e c t i o n  c o n t i n u e .  

e s t  l ' e s p a c e  des s o u s - v a r i 4 t 4 s  d i f f 4 r e n t i a b l e s  de R 3 qui 

f i b r e  ~ /~e  e s t  d i s c r b t e  pa r ce  que 

r ev~ temen t  s u r j e c t i f  de ~ / ~  . L ' e s p a c e  

et y d4finit une structure d'espace fibr4 principal de fibre ~, 

cette fibration est localement triviale d'aprbs le th6orbme 3 de l'Appendice. Soit ~e la 

composaate connexe de l'416ment neutre dans ~ ; on note ~/~e =~ ; il r6sulte du th4o- 

r~me d'existence de sections locales utilis6 au § I de l'Appendice pour d6montrer le th6or~me 

3, que l'application canonique ~-~ ~/~ est une fibration localement triviale ; sa 
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sont diff6omorphes 

est I' "espace des ~-disques de 

Remarque 2. Soit plus g6n6ralement ~n le groupe 

sante connexe de l'614ment neutre dans 9n. Soit ~n 

tion positive ae n n d=s a n ; soit ~ = ~./Sn; 
n e" 

D 3. On l'appellera pour simplifier "espace des 3-disques de R 3''. 

R 3 munis d'une classe d'isotopie de param4trages". 

Diff D n, et soit Sn;e la compo- 

l'espace des plongements d'orienta- 

L'application canonique ~n -~ ~n 

est une fibration localement triviale d'apr&s le th4or~me 3 de l'Appendice ; on a donc 

une suite exacte : 

(5) 
' ' "  ~I (~n;e) -'~ ~I ( ~n ) --~ EI(%) --~0" 

D'apr~s la proposition 3 de l'Appendice, l'application compos6e des applications 

canoniques : 

~i(SO(n + I)) --* ~i(gn;e ) -. ~i(~n) 

e s t  un isomorphisme pour tou t  i ~ 0 ; donc l ' a p p l i c a t i o n  ~i  ( $ n ; e )  - ~  ~ i ( ~ n )  e s t  

s u r j e c t i v e  ; d o n c ,  d'apr&s la  su i t e  exacte (5) ,  ~ l ( ~ n )  = O. 

~I ( ~ ) = 0 ; or le th4or&me I, sous la forme I', affirme que ~ s'identifie ~ ~/~ ; 

le th4or~me I a donc le corollaire suivant : 

L'espace des ~disques d_~e R 3 estsimplement cennexe. 

Enparticulier (pour n = 3), 

§ 3o Espace des (n + 1)-disques  e t  espace des n-spheres de R n+l.  

Le but  de ce paragraphe es t  de donner une i n t e rp r4 t a t i on  nouvelle de l ' e space  S / ~  

qui i n t e r v i e n t  dans le th4or~me 1 ' .  

Notations. On note $n+I (resp. ~n) le groupe Diff D n+1 (resp. Diff S n) ; on 



-6- 

note an l'application canonique ~ n+1 --~ ~ ; on note ~' l'image de a ; on 
n n n 

rappelle (cf. § I) que ~n/~' = . n Fn+1 On note ~n+1 (resp. ~n) l'espace des plon- 

gements de D n+1 (resp. S n) dams R n+1 qui conservent l'orientation ; on note ~n 

l'application canonique ~n+1 -~ 8n ; ~n+l et ~n op~rent ~ droite dams ~n+l et 

et ~ . On convient de noter e les 5n respectivement, de fa~on compatible avec ~n n 

416ments distingu4s respectifs de ~n+1 (414ment neutre), ~n+1 (plongement naturel 

de D n+l dans R n+l) ~n+l/~n+l , ~n'  etc. L'espacequotient ~n+l/~n+l (resp. 

~n/~n ) est l'espace des (n+1)-disques (resp. des n-spheres) de Rn+1o On note )'n 

l'application "bord" canoniquement d~finie par la condition de rendre commutatif le 

diagramme suivant, oh les deux suites horizontales sont exactes : 

Pn+l 
e .......... ; $n+I ~ ~n+1 ~ ~n+I/~n+1 .... 

% 
I I  n n t l  

P e 

~' e 

Si l'application ~n (resp. ~n ) est surjective, on dit que la conjecture d_.ee 

Sch~nflies diff~rentiable forte (resp. faible) est vraie pour l__aasph&re S n. 

Soient f et f' deux 414ments de ~n+1 tels que T o Pn+1.f = ~ o Pn+1.f' • 

D'apr~s l'invariance du bord par plongement, les images f(D n+1) et f'(D n+1) de f et 

f' coTncident ; f' est doric de la forme f o g, oh g est un diff6omorphisme de D n+1, 

qui conserve n6cessairement l'orientation, puisque sa restriction ~ S n la conserve ; 

on peut donc  6 n o n c e r  : 
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Lemme S- S_~deux 416ments de ~n+1 ont m@me imag~e par Tn o Pn+1' ils ont m~me 

image par Pn+1 ; e_~nparticulier, In o Pn+1 e_~t Pn+1 ont m~me noyau. 

I~ commutativit4 du diagramme ci-dessus a alors les cons6quences suivantes : 

I °) L'application ~n est in jective. 

2 ° ) La surjectivit6 de ~n entra~ne trivialement celle de 

3, elle entra~ne aussi celle de u . R6ciproquement, la surjectivit6 de a et In n n 

A entralne celle de ~ (car l'image de ~ est satur~e pour les operations de ~' , 
n n n 

donc, si ~n est surjectif, pour celles de ~n). On peut donc ~noncer : 

Pour que l_~conjecture de Sch~nflies diff~rentiable forte soit vraie pour S n, il 

faut et il suffit que l_a~conjecture faible correspondante soit vraio, e_~tque ~n+1 = 0(I)" 

3 °) D'apr~s les th6or~mes Iet 3 de l'Appendice, les applications Bn 

des fibrations localement triviales ;donc l'~pplication In est ouverte. 

4 °) L'image de 

In ; compte tenu du lemme 

et qn sont 

~ est celle de qn o ~n ; or, l'image de On est un ferm6 de ~n' 

satur~ pour les operations de ~, donc son image dans ~n/~'n est ferm~e ; ~n/~ 

est fibr~ sur ~#~n' de fibre Fn+ I ;donc si Fn+ I est fini, l'image de ~n est 

ferm6e. Co~e en plus ~n+1 est connexe, on peut ~noncer : 

Si Fn+ I est fini, l'image d_~e ~n est la compgsante connexe de e dans ~n/~n. 

La dimension qui nous int~resse iciest n = 2 ; or, S. SMALE a d6montr~ que F 3 

est nul (cf. l'Appendice, corollaire 3 du th~or~me 4). Reprenantles notations du § 2 

(c'est ~ dire ~, $ , • , ~ pour ~3' ~3' ~2' ~2 )' on d~duit des propri~t~s 

(I) ~ppelons que S. SMALE (cf. ~SJ) a d~montr~ l'exactitude de la conjecture de Sch~nflies 

diff~rentiable faible pour route sph&re S n telle que n ~ 4. 
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ci-<lessus le lemme suivant : 

Lemme 4. 

I °) __ R 3 ~2 e s t  unhom4omorphisme d e l ' e s p a c e  ~ / ~  des S-disques  de sur l a  

composante connexe de e dans l ' e s p a c e  ~ / ~  des 2 - sphe re s  de  R3 ; ~ = ~ / ~ e  

s ' i d e n t i f i e  ~ un rev~tement  connexe (~ p r i o r i  non s u r j e c t i f )  de ~ / ~ .  

2 °)  I _ ! l ~ 6 q u i v a l e n c e  e n t r e  l e s  q u a t r e  p r o p r i 4 t 4 s  su ivan t e s  : 

( i )  La c o n j e c t u r e  de Sch~nf l i e s  d i f f 4 r e n t i a b l e  f a i b l e  e s t  v r a i e  pour S 2 

( i i )  l a  c o n j e c t u r e  de Sch~nf l i e s  d i f f 4 r e n t i a b l e  f o r t e  e s t  v r a i e  pour S 2 

(iii) ~2 es% un hom4omorphisme d_~e S / ~  sur ~ / ~  ; 

(iv) ~ s'identifie ~un rev~tement surjectif de ~/~. 

L'exactitude de la conjecture de Sch~nflies pour S 2 estun r6sultat classique : 

la conjecture eombinatoire a 6t4 d6montr6e par ~L~Y@aNDER [I], et la conjecture diff6ren- 

tiable par MORSE et BAIADA [4~. II r6sulte donc du lemme 4 que le th6or~me I' est 6quiva- 

lent au suivant : 

Th4or&me I". Le rev@tement 

admet une s e c t i o n  c o n t i n u e .  

~= S/~ d_~e l'espace ~/~ des 2-spheres d__ee R 3 
e 

Dans les chapitres suivants, nous d4montrerons le th6or&me I" par une m4thode qui 

est une g4n6ralisation de celle utilis4e par Alexander et Morse pour d6montrer la conjec- 

ture de Sch~nflies pour S 2. Nous serons conduits ~ donner au passage la d6monstration 

d6taill6e du th6or~me d'Alexander-Morse (chapitre 3, § 5). 

§ 4. G6n6ralit6s sur le prolongement des sections d'un revStement. 

Le but de ce paragraphe est de d4montrer un lemme de prolongement, le lemme 6, 
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grace auquel, pour d4montrer le th6or~me I", on pourra se borner ~ construire une section 

continue ~ au-dessus d'une partie convenable de ~/~ ; le lemme 5 sert ~ 4tablir le 

lemme 6. 

D4finition. Soient ~ un espace topologique, ~ une partie de ~ . Soit x E A ; 

on dit que ~ est localement connexe par arcs dans ~ e_.nn x si, pour tout voisinage 

de x dans ~ , il existe unvoisinage ~ de x dans ~ tel que tout couple de 

points de ~ ~ ~ puisse ~tre joint par un chemin continu de ~ ~. 

Si cette propri4t6 a lieu pour tout x E 6[, on dit que ~ est localement connexe 

par a r c s  d a n s  ~. 

Lemme 5. Soient ~ un espace to~olo~ique, e_~t ~ un e partie d_E 6[. On suppose qu e : 

(I) ~ est localement connexe ; 

(2) ~ est localement connexe par arcs dans 6[. 

Alors, s_~i ~ est un rev~tement de ~, toute section continue de ~ au-dessus de 

seprolonge enune section continue de ~ au-dessus de l'adh4rence ~ . 

D4monstration. Soit x 6 ~ ; d'@pr~s (I)~ il existe un voisinege ouvert connexe 

de x dans 6, assez petit pour que le rev~tement ~ soit trivial au-dessus de ~. 

de x dams ~, contenu dams ~L, et 

puissent ~tre joints par tm chemin contenu 

D'apr~s (2), il existe un voisinage ouvert 

tel que deuxpoints quelconques de ~ n 

darts ~. Donc, si ¢ : ~--.~ 

l'un des feuillets (connexes) de 

et une seule, de ~ au-dessus de 

est une section continue, ~ applique ~ n ~ dans 

~% au-dessus de ~ ; il existe donc une section continue, 

4, qui prolonge la restriction de ~ ~ F N ~ , 
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et par suite 

voisinage de chaque point de ~, le lemme est d4montr6. 

Lemme 6. Soient 6~ un espace to polo~ique, e_~t 

(I') ~ est localement connexe par arcs 

(2') ~ est ouvert et dense da/Is ~ 

(3') l'espace ~I(~) des chemins continus de ~ est dense de/Is l'espace 

des chemins continus de ~ ~ 13our l_~a topoloKie de la converKence uniforme. 

se prolonge par continuit4 ~ %9 n ~ . Ce r4sultat 6tent valable au 

de 

une partie d_~e o On suppose que : 

~,,I (~,) 

~ o r s ,  s_~ ~[ e s t  un rev~tement  d_~e ~[, r o u t e  s e c t i o n  con t inue  de ~ au -des sus  

s_Ke p ro longe  en une s e c t i o n  con t i nue  de ~ a u - d e s s u s  de ~ .  

D4mons t r a t i on .  On se famine  eu 1creme 5 z pu isque  ~ = ~ d ' a p r ~ s  ( 2 ' ) ,  i l  s u f f i r a  

de montrer que la condition (2) du lemme 5 est remplie. Or, d'apr~s (I'), tout x E 

poss~de un voisirmKe ouvert %£, connexe par arcs ; on va montrer que %£ N ~ est 

connexe par arcs. Soient x', x" E ~ • ~ ; d'apr~s (I'), il existe un voisinage ~ ' 

de x v et un voisinage ~ " de x"~ tous deux connexes par arcs~ et contenus dans 

%£ N ~ (qui est ouvert A cause de (2')). Puisque % est connexe par arcs, il existe 

un chemin continu f~ contenu de/Is %i, d'origine x' et d'extr4mit6 x". D'apr~s (3') 

il existe un chemin continu g, contenu ds~ns %£ ~ ~ p dont l'origine y' est dans ~ ' 

et dont l'extr6mit6 y" est da~s M ". Comme y' peut ~tre joint ~ x' par un chemin 

contenu dens ~', et y" ~ x" par un chemin contenu dans V", on volt qu'il existe 

un chemin contenu dans ~ nd5 d'origine x' et d'extr6mit4 x". 

Q . E . D .  



Chapitre II. Singularit6s de codimension 1 des fonctions 

diff4rentiables r6elles d4finies surune 2-vari4t6. 

Application : Subdivision cocellulaire d_~el'espace 

des 2-spheres d_ee R 3. 

Le but de ce chapitre est de d6finir et d'4tudier un sous-espace de l'espace ~/~ 

des 2-spheres de R 3 ayant les propri4t6s (2') et (3') du lemme 6 du chapitre I. II faut 

pour cela commencer par faire un travail analogue sur l'espace des fonctions S 2 ~ R : 

c'est l'objet du §2. L'outil essentiel est le th6or~me de Them rappel4 au § I. 

§ I. Les th4orbmes d etransversalit4 de Thom (cf. [7], expos6 6, th4or~mes 5 et 6). 

Dams tout ce qui suit la vari6t4 W est suppos4e compacte ; on note Hom(W ~ M) l'espace 

des fonctions cOO| W ; M, muni de la topologie Coo; on note Jr(W ~ M) l'espace des 

r-jets de W darts M. 

Th4or&me de transversalit6 local. Soient W et M deux vari4t6s de classe cOO; 

soit r tun entier >0 ; soit N une sous-vari6t6 stratifi4e de jr(w , M). L'ensemble 

des applications f, de classe CC°j "e W d_.__~s M, dont ~a r:i~____ee d4riv6e f(r) es% 

transversale sur N, est un ouvert partout dense dsns Hom(W , M). 

Th4or~me de transversalit4 au but. Soient W et M deux vari4t4s de classe cOO; soit 

r un entier > 0 ; soit n un entier }2 ; soit Q une sous-vari6t4 stratifide de 

(Jr(W , M)) n ; on note ~ l_.~a partie d__ee (Jr(W , M)) n form6e des points dont les n 
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composaates sont routes distinctes (par exemple, ~2 

de (Jr(W , M))2). L'ensemble des applications f, de classe C ~, ~e 

tenes que la restriction de (r(r)) n A soit tr s ersale su_x  Q, 

daxxs Hom(W , M). 

est le compl4mentaire de la diagonale 

W dans M, 

est partout dense 

sur l'approximation des fonctions r4elles. Soit W une vari4t6 compacte, et soit 

on applique le th6or~me de transversalit6 local avec r = I, en prenant pour N 

Une application classique de ces th6or~mes est la d6monstration du th4or~me de Morse 

M=R ; 

le sous- 

espace de JI(w , R) form6 des jets correspondant ~une d4riv4e nulle ; on trouve ainsi 

que l'ensemble des fonctions n'ayant qu'un nombre fini de singularit6s, routes du type de 

Morse (i. e., la d4riv6e seconde est de rang maximum) est un ouvert partout dense de 

Hom(¥ ~ R) ; conform6ment ~ la terminologie de Thom, de telles fonctions seront appel6es 

eorrectes. On applique ensuite le th4or~me de transversalit6 8n but, avec r = I et n = 2~ 

en prenant pour Q l'intersection de N x N avec l'image r4ciproque de la diagonale 

de R x R ; on trouve ainsi que l'ensemble des fonctions excellentes (au sens de Thom) 

est dense darts Hom(W , R) ; une fonction excellente est par d6finitionune fonction correcte 

dont routes les valeurs critiques sont distinctes. Par ailleurs, il est clair que l'ensemble 

des fonctions excellentes est ouvert darts l'ensemble des fonctions correctes ; c'est donc 

un ouvert partout dense de Hom(W , R). 

§ 2o Singularit4s de codimension I des fonctions diff4rentiables r4elles d4finies sur 

une vari6t4 compacte de dimension 2. 

On d4signe par V tune vari4t6 diff4rentiable compacte de dimension 2 et par 
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l'esps2e Hom(V , R) des fonctions r4elles de classe 

topologie C °O . On note ~o le sous-espace de 

d'aprbs le § I, ~o est un ouvert partout dense de 

EI(~ °) n'est certainement pas dense dams 

singularit~s de Morse, tout chemin continu 

C °O d4finies sur V, muni de la 

form6 des fonctions excellentes ; 

; mais l'espace des chemins 

~I(~), car, en raison de la stabilit~ des 

dans ~o est tel que pour toute valeur 

du parambtre ~' ~X ale m~me nombre de singularit4s. On est donc amen4 ~ se poser la 

question suivamte : quelles singularit4s un sous-ensemble partout dense de ~I(~) doit-il 

n4cessairement rencontrer ? L'ensemble des chemins diff6rentiables dams J4 4tamt dense 

darts EI(~), on est conduit ~ chercher la "forme g4n6rique" d'un chemin diff6rentiable 

dams ~ t et, pour cela, ~ appliquer les th4orbmes de Thom darts les conditions suivantes : 

on prend W = V x I, M = R, r = 2. Comme dams l'exemple prdc6dent, on applique successi- 

vement les deux th6orbmes de Thom. 

Premiers temps. Application du th4orbme de transversalit6 local~ l_.~acorrecti0n d'un 

chemin diff6rentiable dams ~. 

On prend pour N le sous-espace de j2(V x I , R) form6 des jets qui v4rifient 

les deux conditions suivantes : nullit4 de la d4riv6e partielle premibre par rapport 

V, abaissement du rang de la d6riv6e partielle seconde par rapport ~ V x V. Consid6rons 

(x , y) dams un ouvert ~ de V, diffd- 

((x , y) , ~) E RxI et ~ tout chemin 

une carte locale, d~finissant les coordonn~es 

omorphe ~ R 2. L'application qui ~ tout point 

diff~rentiable f dans ~ associe le point 

(x , y ~ A~ z p p p q , ~ r ~ s , t p 9 j ~ ~ p) E R 2 xI xR I0 
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d6fini par les 4quations : 

(6)  

z = f(x , y , A) 

~f ~f  ~f  
p=~(x , y , k) ; q =~-~(x , y , ~), ; ~=~(x , y, A) 

a2e •  2e. 
r --~(x , y , A) ; - ~tx , y A) ; t = (x , y , A) 

ay 
2 2 2 

, ~--~(x , y , A) ; ~ = ~(x , y , DX 2ix , y , A) 

d4finit tun diff4omorphisme de la partie de J2(V x I , R) situ6e au-(lessus de %£, sur 

R 2 x I x  R 10.  Pour  ce  sys tbme  de coo rdonn4es  l o c a l e s  de j 2 ( V  x I , R) ~ l a  r e s t r i c t i o n  

de l'application f(2) A 11x I est d6finie par ! 

f(2)(x , y , k) = (x , y , k, z , p , q , I~, r , s , t , ~ , I~ , ~) 

oh z ~ p p q , etc. sont d6finis par les 6quations (6). Notons d'autre part N~I la 

partie de N situ4e au-dessus de ~ ; les 4quations de N%t dans le syst~me ci-dessus 

son% : 

(7) 

p=O 

q=0 

2 
rt - s =0 ; 

-I(0), oh est l'application : autrement air, N~I = ~ 

R 2 x I x R I0 s 2 R 3 D (x , y , A , z , p , q , ..-) ~-~ (p , q , rt- ) ~ • 

La stratification de N~ est la suivante : les singularit4s de N~L sont les points 

oh l'application ~ est de rang < 3, c'est ~ dire ceux oh l'on a I 

r=s=t=O ! 

elles forment une sous-vari6t4 de codimension 5 de R 2 x I x R I0 ; d'aprbs le th6orbme 
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de transversalit4 local, l'ensemble des fonctions f, telles que l'image de f(2) ne 

rencontre pas cette sous-vari4t6, est un ouvert partout dense de ~. On peut donc se borner 

6crire la condition de transversalit4 de f(2) sur N aux points non singuliers d e NIC 

En ces points, ~ est de rang 3, de sorte que la condition de transversalit6 n'est autre 

/2) 
que : ~ o est de rang maximum en tout point ((x , y) , ~) E llxl tel que 

p = q = rt - s = 0 , q , r , s et t 4tant d4finis par los 4quations (6), de sorte 

que ce sont des fonctions de (x , y , ~) ]. Cette condition peut encore s'exprimer comme 

suit : le d4terminen% fonctionnel D(p , q , rt - s 2) ~D(x , y , ~) est ~ 0 en tout ~ oh 

2 
p = q = rt - s = O. On notera que l'expression ci-dessus de la condition de transversalit4 

a 6t6 obtenue dans une carte locale arbitraire ; ceci justifie la d4finition suivante : 

D4finition I. Soit f un chemin dans ~ ; on identifie f ~ l'application de V x I 

dans R qui lui est associ6e. On dit que f est correct s'il est diff4rentiable, et si 

pour un syst~me de coordonn4es locales (x j y) de V (pour lesquelles on pose : 

~f ~f 
~-~ = p et ~ = q) les fonctions 

D(p , q) 
P ' q ~ D(x , y) ' 

ne s'annulent jamais simultan4ment. 

D(p , q) 
D(p , q , D(x , y) 

De ce qui pr4c~de et du th4or~me de transversalit4 local r4sulte la proposition 

suivante : 

Proposition I. Les chemins corrects forment un ouvert partout dense darts l'espace des 

chemins diff4rentiables ~ valeurs dens ~ , muni de la topologie C oo des applications d__ee 

V X I dans  R.  
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Etude d'un chemin correct. Sol% f : k , , f~ un chemin correct dans ~ ; on lui 

associe les deux courbes suivantes : 

- l'indicatrice J de f : c'est la partie de V x I form4e des (v , A) tels que 

v soit un point singulier de fx. 

- le ~raphique de f : c'est l'image de l'indicatrice par l'application 

[ : (v , A) ~ (k , fk(v)) ; c'est la partie de I x R form6e des (X , z) tels que z 

soit valeur singuli~re de fl" 

L ' 6 t u d e  se  f a i r  ~ l ' a i d e  de c o o r d o n n 4 e s  l o c a l e s  (x , y )  de V ; l e s  n o t a t i o n s  

p , q , r , s , t sont celles d4finies par les 4quations (6) ; on pose en plus | 

D(p n~ 2 
~ = rt - s = 6 D(x , y) 

D(p , q , 6) 

D(x ,'y', x') = ©" 

Les ~quations locales de l'indicatrice sont : 

(s) 
p(x , y , ) , )  = 0  

q(x , y ,  X) = 0  

I °) Su~ l'indicatrice, 6 et ~ ne s'annulent jamais simultan4ment ;donc la matrice : 

~q Dq 

est toujours de rang 2. Donc l'indicatrice est une courbe sans singularit4 ; darts chaque 

syst~me de coordonn6es locales, les surfaces p(x , y , A) = 0 e_~t q(x , y , A) = O s__ee 

coupent transversalement l_~elpng de l'indicatrice. 

2 ° ) La surface 6(x , y , A) = 0 est transversale ~ l'indicatrice ! elle la coupe 

donc e n u n n o m b r e  f i n i  de p o i n t s  ; ce  s o n t  l e s  p o i n t s  ~ t a n g e n t e  h o r i z o n t a l e  de l ' i n d i c a -  
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, q) 
trice. Enun tel point, ~ est non nul ; donc l'un au moins des d4terminants D(y , A) 

D(p , q) D(p , q) 
et D(X , x) est non nul ; supposons que ce soit D(A , x) ; on peut alors r6soudre les 

4quations (8) auvoisinage de ce point, et en tirer x et A en fonction de y ; il 

s e r a  p lus  commode de p rendre  le  param~tre u ,  nul  & l ' o r i g i n e ,  e t  d d f i n i  par  l a  c o n d i t i o n  : 

du 1 =D(p,q)"  Ona: 
D(~ , x) 

d2l d6 
( 9 )  ; = o 

du du 2 du 

Comme ne peut s'annuler enun point ~ tangente horizontale de l'indicatrice, on en 

d4duit : 

L'indicatrice est une courbe correcte relativement~ l~aprojection d~e V x I sur I. 

Enparticulier, auvoisina~e d'un point~tangente horizontale, l'indicatrice est d'un seul 

c8t6 du plan tangent horizontal. 

3 ° ) Etude de l a  s i n g u l a r i t 6  p r6sen t6e  par  l a  f o n c t i o n  f t  e n u n  p o i n t  (x , y )  r e !  

que (x p y , ~) s o i t  un p o i n t ~ t a n g e n t e  h o r i z o n t a l e  de l ' i n d i c a t r i c e .  ~ 6 t an t  non 

nul enun tel point, l'un au moins des dgterminants D(x , y) et D(x , y~ est non nul ; 

il en rgsulte qu'au point (x , y) la fonction f~ vgrifie les conditions suivantes : 

(i) la dgrivge premiere est nulls ; 

( i i )  l a  forme quad ra t i que  des dg r ivges  secondes e s t  de rang  1 ; 

( i i i )  l a  forme q u a d r a t i q u e  des d4 r iv4es  secondes e t  l a  forme des dd r iv6es  t r o i s i ~ m e s  son t  

p remibres  e n t r e  e l l e s .  

Mise sous forme canonique de  c e t t e  s i n g u l a r i t 4  (~ l ' a i d e  de di f f4omorphismes locaux 

de la source v). On suppose i = 0 et (x , y) = (0 , 0)• D'aprbs (i) et (ii), on pent 
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supposer : 
~f ~f ~2f ~2f 
° c o  - f f c o ,  o> = o) =- co o) = o 
Ox ' y ~j ' ' 

~Y 

La f o r m u l e  de T a y l o r  donne a l o r s  : 

~2f -~(o , o) = a. 

f (x , y) 
0 

( ~ , t y ) ]  ° (, ~)2 
= x - - ~  ( t x  , t y ) + 3 y  ~ ( t x , t y ) + ~ ) y x  °2 ( t x , t y ) + x 3  

8Y ~y ~x ~y~x ~ ~0 
dr. 

Donc f peut s'~crire : 
0 

f (x , y )  = x 2 + a (x , y ) y 3  + 3a 1 
0 0 

(x , y ) ~ x  + 3a~(~ , y)r~ 2 + % ( x ,  y)x 3 

oh a ° ) a 1 ) a 2 e t  a 3 s o n t  des  f o n c t i o n s  de c l a s s e  cOO; en p a r t i c u l i e r  : 

.I ~3f (i - ~)a 
ao(X,  y> = ~0 ~ - ~ ( t x ,  ty> 2 dt 

I ==~===~(0 , O) ; d o n c ,  dVapr~s ( i i i ) ,  ao(O , O) ae soz~e que ao(O , O) = g  ~Y est non n u l  ; 

de sorte que les ~quations : 

(ao( ~ , y))I/3 (y + 
a 1 (x , y )  
a (x , y )  x)  

0 

d~finissen% un diff6omorphisme local qui ram~ne f A la forme : 

f ( x ,  ~) = x  2 + ~ + b(X,  ~ ) n  2 + c ( X ,  ~)x 3 
0 

P a r  l e  d i f f ~ o m o r p h i s m e  l o c a l  d ~ f i n i  p a r  l e s  ~ q u a t i o n s  : 

I ~ = x~1 + b ( x ,  I)~ + c ( X ,  I)x 

f p r e n d  a l o r s  l a  forme 
0 

:t ,o(~,~) = q2 + 3 . 
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En r6sum4 : e_n_n un point (x , y) tel que (x , y , A) soit un point~tangente 

3 
l'indicatrice, f~ pr6sente une sin~larit4 du type fA(x , y) = x 2 + y . horizontale de 

4 °) Etude locale (~l_~a,,~,,gurce) d_~el'applicatio,n ~ de l'indicatriee sur le 2Taphique. 

Soit (Xo ' Yo ' ko ) un point de l'indicatrice, il lui correspond le point (Ao ' fA (Xo'Yo)) 
o 

du graphique ; deux cas sent ~ distinguer : 

a.La tangente ~ l'indicatrice au Poin ~ (x ° , Yo ' Ao) n'est pas horizontale ; on 

peut alors prendre ~ comme paramBtre local sur l'indicatrice ; par cons6quent ~,l'applica- 

tion [ est au voisinage d'un tel point un g ....... ...... plon ement, dent l'image da~s le plan des 

(k , z) est un arc de courbe dent la tan~ente n,'est jamais parall~le ~ l'axe des z. 

(Rappelons que ee cas correspond ~ celui oh (x ° , yo) est une singularit6 de Morse pour 

f .) 
~o 

b. Latangente ~ l'indicatriee all point (X ° , YO ' 7Lo) est horizontale. (D'apr~s 

le 2°p ceci correspond au cas oh (x ° , yo) est une singularit6 non de Morse pour 

o ~ et n'a lieu que pour un nombre fini de points.) On suppose que x = Yo = X = O, 
o - o 

et on note (Xo ' Yo ' Xo) = O. On note : 

D(p , q) ,(p, q) 
~(y , ~) = DI ; D(~, x) = D2 " 

C o ~ e  an 2 ° ,  on suppose D2(O ) ~ O, ce qui  e n t r a i n e  r(O) % 0 ; le  graphique e s t  d 4 f i n i  

localement en fonction du param&tre u du 2 ° , par les 6quations : 

z = f(~(u) , y ( u )  , ~k(u)) 

Les notations r , s , t , ~, ~ , ~ , ? qu'on va utiliser sent celles d4finies par 
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dp dq = O. les dquations (6) ; on notera qu'on a identiquement ~uu = d--u 

(10) 

D'oh 

I,Iz _ D(f , p , q} _ ~ , , ~ _ , ~ - - ~ o  I +qD 2+,.6 
d2z dl~ dD1 dD2 d6 

d~2 ~ ~ +Pd-~-+q ~-~-+ ~ 

aZ(o~ 
du 

au 

du 3 

Done ,  compte  t e n u  de (9)  : 

az~(o) a3~(o~ 
du 2 du 3" ' 

u du 

=0 ; 

= ~(0) d6 ~(o) 

_-  ,_ + ~(o)~(o) 
du 

a6 d26(o ) 
~(o) du 2 

P(O) d6(o" 2d~ d6 d26(0) ) a-d-(o)~(o) + ~(o) au 2 

O n a :  

2 ~2(o) ~(o) , 

et cette dernibre quamtitd est non nulle car | 

du = D(x , y , k) =- r s 

et par cons6quent : 

D~(o) 
~(o)=-~o . 

On peut 4noncer : s_~ (Xo ' Yo ' Xo) est un point _A tangente horizontale de 

l'indicatrice, l'application ~ a en ce point unrebroussement d_.eepremi~re espbce ; e_~t 

l_.aa tangente sm graphique au point [(Xo ' Yo ' Ao) n'est pas parallble ~ l'axe des z. 

En rassemblant les r4sultats de (a) et {b), on obtient le lemme suivamt : 

Lemme 7. Soit f un chemin correct dans ~ . 

I ° ) L_~e graphique de f est une courbe diff6rentiable d_~e I x R (o_hh les coordonn4es 
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sgp~ k e.~t Z) ayant des singularit4s de deux sortes : 

- des points d_~erebroussement d_~epremi~re esp~ce, en nombre fini ; 

- des points multiples d'ordre fini (c'est ~ dire qu'en chacun de cos points se 

croisent un nombre fini de branches ; mais le nombre de ces points peut 8ire infini). 

Enoutre , l_~atangente ~une branche dugraphique n'est jamais parall&le ~ l'axe des z. 

2 °) I_~l existe unyoisina~e y de la diagonale Aj 
2 

2(? _ A ~2) n~e rencontre pas l~a diagonale de (I ~ R) 2. 

Etude du voisinage d'un chemin correct. 

de l'indicatrice tel que 

Lemme 8. So if ~ une vari4t6 compacte d_~e dimension I ; on note 2 l'espace 

: R 2 des fonctions de classe Coo @ --* , q ui sont de rang I sauf en un nombre fini de 

points, e_~n lesquels i_!l ~ ~ rebroussement d_~epremi~re esp&ce, et soit ~E 2 • Soit p 

unvoisinage compact de l__~adiagonale A 2 ; soi t ~ unvoisinaKe (dans (R2) 2) d__~e 

~2(r - A 2) na Z (R2) 2. Ill existe un voisinage ~L d._~e ~ dans 2 tel que, ppur tout 

/' E %1, 

~ , 2 ( ~ _  A~2 ) ~ ~R2) 2 c ~ . 

D 4 m o n s t r a t i o n .  On se  rem~ne imm6dia t emen t  ~ une p r o p r i 4 t 6  l o c a l e  de l a  s i n g u l a r i t 6  

"point de rebroussement de premiere esp&ce" : soit ~ une injection de classe C oO .' 

[0 , I] --*R 2, ayant un rebroussement de premibre espbce au point I/2, de rang I 

ailleurs ; route application ~' suffisamment voisine de ~ , et ayant un point de rebrous- 

sement, est injective. [Pour montrer ceci, on peut soit 6tudier un voisinage de ~ darts 

Hom([0 , 1] , R 2) ; soit faire une d6monstration directe ~ l'aide de la formule de Taylor.] 
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Proposi tion 2. Soi t f ~ chemin correct dans :J(, soi t U un voisinage suffisamment 

,0) L 1 application gui!. fIE 'U. associe ~ indicatrice :1' est ~ application 

continue de U dans 1 I espace (muni de la topologie definie !!:!l. theoreme 3 de 1 I Appendice) 

des ~-varietes de V x I diffeomorphes!, J. De meme 1 I ensemble des points !. tangente 

horizontale de J' (~tant ~~-variete de dimension zero) varie continuement en 

fonction de fl. 

20 ) Pour tout voisinage Xo: de l'ensemble des points de rebroussement du graphigue de 

f, .2!l peut choisir 'lL de faxon gue pour tout f' E U I' ensemble des points de rebrousse-

ment du graphigue de f' soit contenu dans ~ . 
0: 

de la diagonale de 
2 

(V x I) tel ~ pour tout 

(f' , ;\.) E 'tL X I, f~ n'ait ~ de couple de points singuliers, distincts, voisins d'ordre 

W, ayant meme valeur singuliere. 

40 ) Pour tout voisinage :t~ de l'ensemble des points doubles du graphigue de f, 

.2!l peut choisir U de faxon 9ue pour tout f' E U, l' ensemble des points doubles du 

graphigue de fl soit contenu dans j.J3' 

Demonstration. On supposera que U est contenu dans l'ensemble des chemins corrects, 

ce qui est possible d'apres la proposition 1. 

,0) D'apres la propriete ,0 (resp. 20) des chemins corrects, l'indicatrice d'un chemin 

correct fl (resp. l'ensemble de ses points a tangente horizontale) est definie comme 

l'intersection de deux (resp. trois) surfaces transversales, qui varient continuement en fonc-

tion de f'. D'ou Ie ,0. 
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2°) D'apres Ie theoreme 3 de l'Appendice, et Ie 10 ci-dessus, il existe, si 1L est 

assez petit, une application continue qui a f' E ~ associe gf' E Diff(S2 x I), telle 

que 

\ gf • id':" to 

) gf' (J) - 3' 

l gf' met en correspondance les points a tangente horizontale de :J et de :1' -

l' application f de J sur Ie graphique de fest la restriction a J de I' appli-

cation dans I x R definie par 

r(x , y , A) = (A , f(x , y , A) ; 

de meme est la restriction a l' de l'application -, '( , voisine de (- Donc 

l'application f" = r' 0 gf' I J est voisine de '(; or les points de rebroussement 

du graphique de f (resp_ f') sont les images par r (resp_ (") des points a tangente 

horizontale de 1 _ D' ou Ie 20 _ 

30 ) 11 existe d' apres Ie 20 du lemme 7 un voisinage '; de la diagonale lJ. 2 de 
:J 

2 2 J tel que '( (V - jj, 2) ne rencontre pas jj, on choisi t un tel )9 qui soi t 
J (IXR)2 

en plus compact_ D'apres Ie lemme 8, on peut choisir U de facon que pour tout f' E U, 

(r' ° gf' I d )2()9 - jj, 2) ne rencontre pas non plus 

d 
11 -(I X R)2 

Soit IV un voisinage 

de la diagonale jj, de (S2 x 1)2 tel que, pour tout f' E U, on ait 

(un tel W existe si U est assez petit ; car si d designe une distance sur 
2 

S X I, 

et si E > 0 est tel que Y contienne tous les couples de points (u1 , u2 ) tels que 

. 0 
est assez petlt au sens C, (g )2( ')i) contient 

f' 
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%ous les  coup les  (u;  , ul) tels que d (u ;  , ul) 4 ~12).  On a a l o r s  : 

-- ~ ,2)  = ( g f , ) 2 ( ~ _ _ ~  r2 ) ; 

de sorte que : 

par  cons4quent 

}(Wn( ~'2- n ,2)) = (F o ~, ]~)2(v-~2) ; 

~(W (~( ~,2 -- A ,2)) ne rencontre pas A (IXR) 2. ])'oh le 3 ° . 

4 ° ) On appl ique  l e  lemme 8, avec ~ ,  ~ e t  ~' o g f ,  dens l e s  r S l e s  r e s p e c t i f s  

de ? , ~ et ~". 

Deuxi~me temps. Applicat@onduth4or~me ' d etransversalit6 aubut | chemins excellents. 

On note N la partie de J2(V x I , R) d6finie en coordonn4es locales par les 6quations 
o 

(11) p = q = 0. 

On a : N c N , puisque N est d4fini par (7). 
o 

On d6signe par ~ (resp° ~ ) la projection de ~(V X I , R) sur l a  composante 

I de l'espace source (resp. sur l'espace-but R). On note A 
i n 

n 
(ensemble des points ayant routes les coordonn4es 4gales) ; W 

l a  d i agona le  de I n 

e s t  l a  p r o j e c t i o n  de 

( J 2 ( v  ~ I , s ) )  n I n sur canoniquement d4finie par ~ ; notations analogues : 

n 

enbut (avec 

Ixtnotation ~ est celle d6finie dens l'6nonc4 du th4orbme de transversali%4 

r = 2)o On pose 

-I -I 2 

(NoXNo) N ~2(AI2) n )~ (AR2) P. 

D4finition 2. On dit qu'un chemin dens ~ est excellent s'il est correct, et si en 

plus, les conditions suivantes sont simultan4ment v4rifi4es : 

I) La restriction de f(2) X f(2) ~t E2 est transversale sur P ; 
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f(2) x f(2) ~. ~'2 est transversale sur (N x N)N~'I2(AI 2) 

f(2) f(~-) f(2) X X ~. ~-'~ est tremsversale sur 

(Nox NoB No)O ~13(AI3) n ~13(AR3) ; 
4) ~ restriction de f(2) f(2) f(2) -~3 x X ~ E3 est tremsversale sur (PxN)h w (A 

f(2) f(2) f(2) f(2) 
X X X 5) La restriction de 

X P) n~14(Ai4)o (P 
Description d'un chemin excellent. On note 

corrects v6rifiant la condition (1) (resp. (2), etc.) de la d6finition 2. 

f ( 2 )  f(2) Description de C I La source de o X est de dimension 6 ; 

les six 6quations ind4pendantes : 

'p=p' =0 

rq=q, = 0  

X= A' 

Z = Z t 

(12) 

~.A est transversale sur 

C I (resp. C2, etc.) l'ensemble des chemins 

P est d6fini par 

Supposons f E C I ; il r4sulte en pamticulier du th6or~me de transversalit4 au but que 

pour tout voisinage ~? de la diagonale A de (S 2 x I) 2, l'image de la restriction de 

f(2) ~ f(2) 

le 3 ° de la 

quence imm6diate du 2 ° du leme 7), on peut choisir ~ de fagon que l'image de la restric- 

tion de f(2) x f(2) au compl6mentaire do A no rencontre alors P qu'enunnombre fini 

de points. La condition de transversalit4 en ces points s'4crit : 

D(p, q , p, , q, , x-×,y,, z-z,) ~ 0 
D(x , y , k , x' , , X') 

13) 

em compl4mentaire de ~ rencontre P enun nombre fini de points. Or, d'apr~s 

proposition 2 (qu'on utilise dans un cas particulier simple qui estune cons6- 
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c'est ~ dire 

p' q') 
(13)  8(x  , y , ~)  D(z '  , Y' , - 8 (x '  y '  ~ )  D ( ,  , p , q) ~ 0 .  

D(x' , , ~) ' ' D(x , y , X) 

Le fait que l'image de la restriction de f(2) f(2) x au compl~mentaire de A me 

r e n c o n t r e  P q u ' e n  un nombre f i n i  de p o i n t s  se t r a d u i t  su r  l e  graphique  pa r  l e  f a i t  que 

c e l u i - c i  n ' a  q u ' u n  nombre f i n i  de p o i n t s  m u l t i p l e s .  I1  r e s t e  ~ i n t e r p r e t e r  (13) ; on r a p p e l l e  

que des  6qua t ions  pa r am ~ t r i ques  du g raph ique  son t  : 

~(u) 

compte tenu de (9) et (10), la condition (13) exprime donc la transversalit~, en chaque point 

multiple, des diverses branches qui s'y rencontrent ; d'autre part, en un point de rebrousse- 

ment du graphique, on a : 

V(z , p ,  q)  
~ ( x ,  y ,  ~)=V(x , y ,  ~) 

de s o r t e  que (13) e s t  i m p o s s i b l e .  En rgsumg : 

= 0 

Les ~l~ments de C I sont les chemins corrects v~rifiant les conditions suivantes : 

l e ~Taphique n'_~a qu'un nLombre fini de point s multiples ; ils sont distincts des points 

d_~e rebroussement ; et en un point multiple, deux branches quelconques se croisent trans- 

versalement. 

-I 
Description d_Ee C 2. Les ~quations locales de (N x N) N W 2(AI2 ) sont ! 

I 
p =q = 6 =p' =q' =6' =0 

~= ~, . 

Elles sont au hombre de 7 ; elles sont 6videmment ind~pendantes ; la condition de transver- 
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s a l i t 6  se r 4 d u i t  donc ~ l a  c o n d i t i o n  d ' i n t e r s e c t i o n  v ide  ; par  cons4quent  : 

Les 416ments de C 2 son t  l e s  chemins c o r r e c t s  t e l s  ~U e ,  q u e l l  e que s o i t  l a  v a l e u r  

d--Ee A* fA a i t  au p lus  une s i n ~ u l a r i t 4  non de Morse. 

D e s c r i p t i o n  de C 3.  La source  de f ( 2 )  f ( 2 )  f ( 2 )  -- ~ ~ est de dimension 9o Les 4quations 

locales de la vari6t6 sur laquelle on transversalise s'obtiennent en ajoutant au syst~me 

(12) les 6quations : 

I " = q" = 0 

A = A" 

1\ z ----- Z Ir , 

Cette vari4t6 est de codimension 10 ; la condition de transversalit4 se r4duit donc ~ la 

condition d'intersection vide ; par cons4quent • 

Les 414ments de C 3 sont les chemins corrects dont l__ee sTaphique n'a ])as de point 

multiple oh se croisent plus d._~e deux branches (autrement dit tousles points multiples son% 

des points doubles~. 

Description d_~e C 4. Les 6quations locales de la vari4t6 sur laquelle on transversalise 

s'obtiennent en ajoutant au syst~me (12) les 4quations 

~ p" = q" = 6" = O 

I ~ = A" • 

Cette vari4t6 est de codimension 10 ; la condition de transversalit4 se r4duit donc 

la condition d'intersection vide ; par cons4quent 

Les 416ments d_Ee C 4 sont les chemins corrects tels que, pour aueune valeur de A p 

f~ n'ai% trois points sinKuliers distincts~ t els qu e l'un soit non de Morse t e~% que les 
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autres aient des valeurs singuli~res 4gales. 

Description de C 5. I~ source de f(2) f(2) f(2) f(2) X X est de dimension 12. 

Les 6quations de la vari4t6 sur laquelle on transversalise s'obtiennent en ajoutant au 

syst~me (12) les 6quations 

j p" = p"' = q" = q"' = 0 

X = N' = ~'" 

I Z I¢ ~ Z p i l  . 

Cette vari4t6 est de codimension 13 ; la condition de transversalit4 se r4duit donc ~ la 

condition d'intersection vide ; par cons6quent : 

Les 616ments de C 5 sont les chemins corrects dont le ~raphique n'a aucun couple d__~e 

points multiples distincts correspondent ~ la mSme valeur de ~. 

En rassemblant ces r4sultats, on obtient une caract4risation nouvelle des chemins 

excellents I 

Proposition 3. Pour qu'un chemin dsms ~ soit excellent~ il faut et il suffit qu'il 

soit 90rrec%, e_~tque son ~raphique n'ait qu'un nombre fini de sin~ul~rit6s, qui soient 

routes de IVundes deux%ypes suivants : 

- -  points d_.~erebroussement de premiere esp~ce ; 

- p0ints doubles, e__nn lesquels les deux branches se croisent tremsversalement. 

Notations. On rappelle qu'on a not4 ~o le sous-espace de ~ form6 des fonctions 

excellentes. 

On note ~I le sous-espace de ~ form6 des fonctions qui 

a, ont unnombre fini de sin&~larit6sp routes du type de Morse~ ~ l'exception d'une 
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seule, qui est du type f = x 2 + y3 ; et 

b. on% routes leurs valeurs singuli~res distinctes. 

1 le sous-espace de ~ form4 des fonctions correctes qui ont exactement On note X~ 

deux v~leurs critiques 6gales. 

Ona: 

On note 

a ln  = ¢ .  

I I 

Avec ces notations~ la proposition 3 s'interpr~te comme suit : 

Propositio n 3'. Pour qu,un chemin dans 

qu'il soit correct, ~ valeurs dans ~o 0 ~I, 

soit excellent, i!ifaut et il suffit 

~u'il ne rencontre ~1 que pour u_~n 

nombre fini de valeurs de 

graphique se croisent transversalement. 

1 Remarque. Un chemin correct rencontre ~ 

min excellent rencontre $~I enunnombre fini de points. 

Proposition 4. 

I °) Les chemins excellents forment un ouvert partout dense dans 

2 ° ) Soit f un chemin excellent ; sol% 

des points d__eerebroussementdugraphique d__ee 

, e_~tque, pour chacune de ces valeurs, les deux branches du 

enunnombre fini de points ;donc tuu che- 

Hom(V x I , R) .  

f' un chemin voisin de f ; l'ensemble 

f', ainsi que l'ensemble des points singu- 

liers correspondants, varient continuement en fonction de f'o MSme r6sultat pour l'en- 

semble des points doubles du graphique d_~e f', ainsi que pour l'ensemble des couples d._ee 

points sin~uliers correspondants. 



- 30 - 

D4monstration. Le th6or&me de transversalit4 au but entra~ne que les ensembles 

CI, C2, C3, C4, C 5 des chemins corrects v4rifiant respectivement les conditions (I), (2), 

(3), (4), (5) de la d6finition 2, sont des sous-ensembles partout dense de Hom(V x I , R) ; 

done si l'on montre que CI, C2, C3, C 4 et C I N C 5 sont ouverts, on aura 4tabli le I ° . 

D'apr~s la proposition I, il suffit de montrer que C1, C2, C3, C 4 et C I ~ C 5 son, 

ouverts dans le sous-ensemble de Hom(V x I , R) form6 des chemins corrects ; c'es% ce 

qu'on va faire ci-dessous ; en plus, on d4montrera au passage le 2 ° . 

C I e% C I N C 5 sont ouverts dans l'ensemble des chemins corrects. Soit %9 un 

voisinage de la diagonale A de (V x I) 2 ; tout f' suffisamment voisin de f est 

tel que la restriction de f,(2) x f,(2) ~ (V x I) 2 - W soit %ransversale sur P. Or 

le 3 ° de la proposition 2 peut s'interpr4ter comme suit : on peut choisir W de fa~on 

que~ pour f' assez voisin de f~ 

rencontre pas P. Done, pour f' 

f , ( 2 )  x f , ( 2 )  ~ ~ '2  = (~ X Z) 2 - 

la  r e s t r i c t i o n  de f , ( 2 )  × f , ( 2 )  ~ W - 

assez voisin de 

rencontre P 

Be 

f, l'image de la restriction de 

transversalement, donc suivant un 

ensemble fini de points, qui est voisin (en tan% que sous-vari6t4 de dimension z4ro) 

de celui relatif ~ f. Outre le fair aue C I est ouvert, on a done d4montr6 que la pattie 

du 2 ° qui concerne les points doubles du graphique est vraie d~s que f E C I ; et ceci 

entra~ne que C I N C 5 est ouvert. 

C 2 est ouvert dans l'ensemble des chemins corrects. En effet~ les 414ments de C 2 

sont les chemins corrects tels que les plans tancents horizontaux ~ l'indicatrice soient 

tous distincts. D'apr~s le I ° de la proposition 2~ si cette propri4t6 a lieu pour f, elle 

a lieu aussi pour ft assez voisin de f, et les points ~ tangente horizontale des indi- 
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catrices sont en nombre 4gal et deux ~ deux voisins. Ceci montre que 

et~ en plus, ach&ve la d4monstration du 2 °. 

C 3 est ouvert dane l'ensemble des chemins corrects. On proc~de comme pour 

Soit %V le voisinage de 

lee projections de (V X 1) 3 

(u 2 , u 3 )  , (u 3 , U l )  , (u I , u 2 ) .  Posons , 

- I  
U ~ i  (W) = ~3 ; 

i=1,2,3 

~3 est un voisinage de (V x I) 3 - ~3 tel que, pour f' 

tion de (f,(2))3 ~ ~3 ~ ~3 ne rencontre pas 

-I 
¢ 0 ~3(A3)n x3(a 3). 

o R 

Or il en est de m~me~ pour f' assez voisin de f, de la restriction de 

C 2 est ouvert, 

C I • 

fourni par le 3 ° de la proposition 2 ; soient ~''W2' ~3 

sur (V X I) 2 qui, ~ (u I , u 2 , u3) associent respectivement 

(v x ~)3 _ w3" 

assez voisin de f, la restric- 

(f,(2))3 

C 4 est ouvert dane l'ensemble des chemins corrects. C'est une cons4quence imm4diate 

du 2 ° et du 4 ° de la proposition 2. 

La proposition 4 est ainsi d6montr6e. 

Corollaire. ~1(~o U ~I) est dense dane 

du lemme 6 du chapitre I, de la topologie de la convergence uniforme des applications de 

D6monstration. En effet, l'ensemble des chemins excellents dane ~ est contenu dane 

~I(~o U ~I) d'apr~s la proposition 3', et d'apr~s la proposition 4, il est dense pour 

la topologie C ~ de Hom(V X I , R), qui est plus fine que celle de ~I(~). 

(muni~ conform4ment aux notations 

I 
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Proposition 5. ~o U ~I est la r4union des images des chemins excellents & valeurs 

dabs ~. 

D4monstration. D'apr&s la proposition 3', il suffit de montrer que, par tout f 6 ~°U~1, 
O 

6 ~  ° ou f E J~l B. Si f E ~ I  o n  c h o i -  il passe un chemin excellent. C'est clair si fo o o ~' 

sit une carte locale ~l d'origine le point singulier non de Morse de fe' et un diff4o- 

morphisme de R, tels que f prenne la forme : f (x , y) = x 2 + y3 (cf. ci-dessus, 
O O 

ler temps, 30). Soit 7 le disque de rayon I de ~ ; soit ~ une fonction de classe 

C°° 9 ~ support compact, 6gale & 1 sur V • On pose pour A E R : 

J f~(x , y) = x 2 + y3 +Ay~(x , y) pour 

[ f~ = f sur S 2 - %t . 
0 

(x , y) E 11 

En particulier, pour (x , y) E Y , on a : 

2 y3 (14') fk(x , y) =x + +Ay 

donc, avec les notations utilis4es pr6c4demment, @ = -24 ; d'autre part, sur le 

compl4mentaire d'un voisinage quelconque de l'origine, f est excellente ; il suffit 
0 

donc de se restreindre ~ un intervalle de variation assez petit de ~ pour obtenir, apr~s 

changement de param~tre, un chemin excellent. 

Corollaire I. 

1 ° ) ,~o U j~l est ouvert daus S&; 

2 o) j~1 e_~t ~I sont tous deux ouverts (etpar cons6quent ferm6s) dans j~1 

D6monstration. 

1 ° ) Soit f E j~o U 51 ; il passe par f un chemin excellent f. Soit f' voisin 
0 0 0 

de fo dans J~ ; le chemin f' d4fini par • pour %ou% ~E I, f~ = fk + fro - fo (an 
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sens de l a  s t r u c t u r e  v e c t o r i e l l e  n a t u r e l l e  de ~ ) e s t  e x c e l l e n t  d ' ap r~s  le  1 ° de l a  

p r o p o s i t i o n  4 ; donc f '  E j~o U ~ 1 .  
0 

1 2 ° ) I1 e s t  c l a i r  que ~1 e s t  ouver t  dans ~1 : car  l e s  414ments de J ~  sont  

c o r r e c t s  e t  ceux de ~1 ne le  sont  pas (e t  l es  416ments c o r r e c t s  de J& forment un 

ouvert)o Supposons f E ~lcc ,.~1 o ; soit f' voisin de f dans ~ et soit f' comme 
o o 

au I ° ci-dessus ; d'apr~s le 2 ° de la proposition 4, un point de l'image de f: ~ qui est 

dams ~lj e% qui est voisin de fo' est n6cessairement dans ~1~ ; donc f'o E ~l.a 

Corollaire 2. ~o j~l j&l et ~ sont stables pour les op6rations dans J& du groupe 

des diff4omorphismes d__%e S 2. 

D4monstration. En effet, l'ensemble des chemins excellents est stable pour les op4ra- 

tions de ~ ;donc ~o U ~I est stable ; or j~o est stable, donc ~I l'est aussi ; 

I ~ est stable~ donc ~I l'est aussi. 

Proposition 6. Soit f E j~1. Ii existe un voisinaKe ~ de f dans ~1 et un 
O . . . . . . . . .  O 

hom6omorphisme ~ de ~ x [0 , I~ sur un voisina~e de f dans ~, tels que pour 
- -  -- O 

tout f' E ~ : 
O 

I f, ; 
a .  o 

b o l e  chemin A - - ~ ( f ~  , A) soi  ~ e x c e l l e n t .  

En plus, o_~n ,cut choisir ~6 e_~t ~ pour que : 

1 ,,~1 
-__si fo E ~ : ~ c ~ ; ~(f'o ' ~) ait deux singularit6s~ --du type .de Morse 

voisines du point sin~llier non de Morse de f (qu'on note O) pour ~ E ~ ~ , 
' O 

J' J et n'ait aucune singulari%6 au voisinage de 0 Dour ~ E ~ , I • 

1 1 
-- s_~ fo E ~ , ~ C J~ ; s_~ on d4si~ne par ~1(fo ' ~) e_~% ~2(fo , A) les valeurs 



- 34 - 

s ingu l i&res  d~e ~( f~  , A) 

s i n g u l i ~ r e s  6gales  d~e fo ,  

que (~ - ½)° 

une "subdivision cocellulaire" de 

.q.u% cor responden t  r e spec t ivemen t  (par  c o n t i n u i t 4 )  a u x v a l e u r s  

a l o r s  ~ l ( f ~  ' X) - ~2(f~ , 4)  change d_~e s igne en m~me temps 

Remarque. On peut interpr4ter la proposition 6 en disant que 

~o U ~I pour laquelle ~o 

et ~1 de codimension 1. 

~o et jgl d4finissent 

est de codimension 0 

D4monstrat ion de la  p r o p o s i t i o n  6. On se borne au cas  oh f £ ~1 ( l e  cas  oh o 

f E I o ~ est plus simple). D'apr&s le corollaire 2 de la proposition 5, on peut choisir 

E ~I.~ Comme pour la proposition 5, on met fo sous la forme fo(X,y) = x 2 + y3 ; on 

d4finit f~ par les formules (14) ; on fait varier ~ dans un intervalle J de centre 

O, assez petit pour que l'arc ainsi d6fini soit excellent (i. e., le chemin d4fini par 

changement lin6aire du param~tre est excellent). On pose, pour (f~ , A) £ ~ ~ J : 

V(f'o ' ~) = fx + f'o- fo " 

On a : V(f~ , O) = f"o On va montrer que ~ est un hom6omorphisme local, et pour cela 

montrer  q u ' i l  e x i s t e ,  au vo i s inage  de fo dans ~ ,  une a p p l i c a t i o n  con t inue  r4c iproque  

1 
de ~. Soit f" E ~, suffisamment voisin de f ; on cherche f' E ~" et ~E J tels 

o o o 

que t 

+ f' - f = f" . 
o o o 

@ f" - fA =h'~, on air , h" E %1. Or On cherche donc k E J tel que, en posant fo o 

(h~) e s t  un arc  d6pendant continuement de f"o ; l ' a r c  (hA) qui  cor respond  & f"o = f o '  

est tel, d'apr~s l__%a lin4arit4 en ~ de l'4quation (14'), que, pour 

hk(x , y) = x 2 + y3 - ky 

(x,y) E ~ , on ait : 
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c'est l'arc oppos6 de (fl), il est excellent ; donc, pour f" assez voisin de f 9 
O O 

l e  chemin  c o r r e s p o n d a n t  ~ (h~)  e s t  e x c e l l e n t  ; i l  e x i s t e  donc une v a l e u r  e t  une s e u l e  de 

" E ~I, et cette valeur d4pend continuement de ~ . X, voisine de O, telle que h X 

Ainsi V est unhom4omorphisme local ; l'application ~ de l'6nonc6 s'obtient 

partir de ~ par un changement lin6aire du param~tre. 

§ 3. Application ~ l'4tude de (~/~) ; subdivision de (~/~) d6finie par o e~t 

On suppose maintenant que V = S2p et on reprend les notations du chapitre I, § ) ; 

en paxticulier, on note q la projection ~ ~ ~/~. On note j l'injection 

2 , R3) .  

a; × a x X )  sur 

(x , y , Z) ~-~z de 

~ / ~  ,q, 

On fait choix d'une projection ~ de Hom(S 2 , R 3) (qui s~identifie 

~= Hom(S 2 , R), par exemple celle d4finie par la projection 

R 3 sur R. On a l e  diagramme suivsmt : 

on rappelle les propri4t4s suivantes des applications q , j et ~ , 

estune fibration surjective et localement triviale ; 

identifie ~ ~un ouvert de Hom(S 2 , R 3) ; 

est la projection d'un espace produit sur l'un de ses facteurs. 

1 I I 
~, ~ les images r6ciproques respectives de 

1 1 o o 1 
e_~% ~ N ~ sont rides, ~ st ~ U 5 

P 

a. q 

b. j 

C. 

On note o • , 

~ par ~ o j. 

Le~e 9. 

1 o)  ~o N ~1 

psxtout denses de 

~o ~1 1 
, ~, 

sont des ouverts 

sont ouverts (e%pa r cons4quent ferm6s) dans I. 
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2 °) L'espace 

continue dens 

3 °) Pour tout 

phisme ~ d_~e 

f' 6 ~ : 
0 

(i) 

(ii) 

El( ~o U ~I) est dense dens l'espace 

(muni de la topologie cO). 

f £ ~I il existe un voisinage 
O 

[o, ,] sur   oisin  e de 

t6s de ~o 

- le I ° 

corollaire I de la proposition 5 

- le 2 ° utilise le fair que 

corollaire de la proposition 4 ; 

arcs. 

f 
0 

EI(~) de tous los chemins 

de f dans I et un ho~mor- 
O 

dane ~, tels que pour tout 

1 
I f' ; ~(fo ' ~) ~ 4° pour >i ~ ~(fo ' ~) o 

le chemin I ~-~ ~o j o ~(fo ~ ~) soit excellent. 

4 O) I est localement connexe par arcs. 

5o) o I lu --et ~I sont stables pour lee op6rations __de ~ dans ~. 

~monstration. Toutes ces propri6t6s se d6duisent (~ l'aide de (b) et (c)) des propri6- 

~I, ~I~ et ~ d6montr4es au § 2. En particulier : 

utilise le th6or~me de Morse ( ~o est un ouvert partout dense de ~) et le 

~1(Hom(S2 , R3)) s'identifie ~ (~q1(X)) 3 e% le 

- le 3 ° r6sulte imm6diatement de (c) et de la proposition 6 ; 

- le 4 ° r6sulte imm6diatement du 3 ° et du fair qu@ ~ est localement connexe par 

- le 5 ° r6sulte imm6diatement du corollaire 2 de la proposition 5. 

On note (~i~)o, (~i~)I etc., lee images respectives de ~o, ~I, etc. par 

Proposition 7. 

i °) (~rl~)°n (~I~) ~ et (~rl~)~ n(~l~) sont~des ~ (~I~) ° et 

q. 
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I I 
( ~ / ~ ) o  U (-~/~6)  1 son% des ouverts Partout denses de # ' / ~  ; ( ~ / ~ ) a  e_~t ( # ' / ~ ) #  

sont ouverts (etpar cons6quent ferm6s> ,darts ( ~ / Z )  I • 

20) ,L,espac e }--~I(( 8 / ~ ) o  )I ~ I  u ( ~ / ~  ) es% dense darts ( ~ / ~ ) .  

3 °) Tout point F £ (8/~)I admet un syst~me fondamental de voisinages Y darts 
o 

(~/~)o U (~/~)1 a,yant !es propridt6s suivantes : 

- Y e_.~% Y n (~/g)1 sont tous deux connexes par arcs ; 

z n ( - ~ exactement deux composantes connexes par arcs ~ YI e_~% Y2p qui 

(darts chacun des cas  Fo __et Fo ~ peuvent ~tre ..... caract6ris6es comme 

dans l__aaproposi%ion 6. 

4 o) (~/~)I est localement connexe par arcs ; pour tout voisinage Y dut~e 

ci.__-dessus, si X d4sign e l'intersection de Y et de (8/~)I YI est localement connexe 

par arcs dans YI U X men Fo (of. chapitre I, paraKraphe4); m6me r6sultat pour 

5 ° ) Par %ou% point F £ (~/~)I passe un chemin qui"traverse" (~#/~)I en F ° 
O ""' 

( cec i  a un sens d ' ap r~s  le  30) .  

D6monstration. Le I ° r4sulte de la condition (a) ci-dessus, du I ° et du 5 ° du lemme 9. 

Le 2 ° r6sulte de la condition (a) et du 2 ° du lemme 9. 

q-1(Fo) un vo i s inage  du D4monstrat ion du 3 ° . Sol% f E ; fo poss~de dans ~o 
o 

type du 3 ° du lemme 9 ; par cons6quent, ~ tout syst~me fondamental de voisinages ~ suf- 

fisamment petits de f dans ~I, on peut associer un syst&me fondamental de voisinages 
o 

de f darts so du type du 3 ° du lemme 9, tels que ~n ~I = ~. D'aprbs le 
o 

4 ° du lemme 9, on peut choisir tousles ~ connexes par arcs. Soient 91 et ~ 2 les 
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deux composantes de 

~' ~1 ' ~2 

o u v e r t s  dans 

et Y2 ne se coupent pas, autrement dit, que, pour 

ne peu% @%re 6quivalent, pour les op6rations de ~, ~un point Y2 de ~2 ; cela 

r4sulte des caract6risations donn4es ~ la proposition 6 pour chacun des eas f E ~I 
o 

1 ffl 
et fo ( ~ ; (cela r6sulte d'ailleurs aussi de la stabilit4 de et au fair que 

est localement connexe par arcs). 

Le 4 ° est une cons4quence imm6diate du 3 °. Pour le 5 °, il suffit de pr~jeter sur 

~/~ un chemin de ~ traversant ~I en f • 
0 

- ~ ; on note X p Y , YI ' Y2 les images respectives de ~, 

Par q ; Y1 et Y2 sont connexes par arcs, et d'apr~s (a) ils sont 

Y ; d'apr~s le 5 ° du lemme 9, YI U Y2 ~ Y- X ; il reste b montrer que YI 

assez petit, un point Yl de ~I 

Corollaire. Le th~or~me l"'oi-dessous entra£ne le th~or~me I" (cf° Chapitre I, § 3) 

e_~t~.~_cons6quent l e  th6or~me Iet l a  n u l l i t ~  de r 4 : 

de f f / ~  admet une s e c t i o n  con t inue  au-~lessus Th6or~me 1 " ' .  Le rev~tement  ~ =  ~ / ~  e . . . .  

de ( @I,~)° u (~I~') ~ . 

D6monstra t ion du c o r o l l a i r e .  ~ / ~  e s t  loca lement  connexe par  a rc s  d ' a p r ~ s  ( a ) ,  p u i s -  

que ~ est localement connexe par arcs ; et d'aprbs le I ° et le 2 ° de la proposition 7, 

( ~ / ~ ) o  U ( ~ / ~ ) 1  v 6 r i f i e  l e s  c o n d i t i o n s  du lemme 6 du ¢ h a p i t r e  I ,  



Chapitre III. Le th6or~me de Sch~nflies pour S 2. 

§ Io Plongements fidbles du bord d'une vari4t6. 

Soit P un compact de R n ; on app@lle envel0ppe de F, et on note classiquement 

~ la r6union de ~ et des composantes connexes born4es de R n - ~. 

Soit M une vari6t4 au sens du § 4 de l'Appendice ; on suppose que M est compacte, 

connexep de dimension n. Soit f une application continue du bord aM de M dans 

R n ; on note P l'image de f. On dit que f est un plongement fidble (sous-entendu : 

de classe C OO ) de aM dans R n s'il existe un voisinage ouvert V de bM dans 

M tel que f puisse se prolonger en un diff4omorphisme (de classe Coo) de V sur un 

A 

voisinage de P dans F. 

Notations. Dans la suitep on sera amen6 ~ consid6rer certaines sous-vari4t4s compactes~ 

connexes, de R 3 ; on les notera ~ , l'indice k pouvant prendre un certain hombre 

de valeurs enti~res. On notera z 

~k = espace des plongements de ~ dans 

~k =groupe des diff4omorphismes de 

~k = espace des plongements fiddles de 

~k = groupe des diff4omorphismes de 

Comme pr6c6demment dans le cas du disque 

R3~ conservant l'orientation ; 

conservant l'orientation ; 

~ darts R3~ conservant l'orientation ; 

~k/~kp et on ale diagramme co~utatif : 

~ conservant l'orientationo 

D 3 (cf. chapitre Ip § 3) on d6finit les espaces 
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~k ~ ~k/~'t~k " 

En particulier, le disque D 3 sera d6sormais d4sis~6 le plus souvent par M 
O 

de sor%e que les espaces ~, ~, etc. (ef. chapitre I, § 2 et 3) seront d4sormais 

not4s ~0 ~ ~o' etc. 

§ 2. D6compositions d'une 2-sphere plon~4e dans R 3. 

On note ~ ( ~ o / ~ o )  l'ensemble des couples (F , D) oh F ~ ~o /~o  , et oh D 

est une sous-vari4t6 de R 3 diff6omorphe telle que P ND = ~D, et que P et 

D soient transversanx en tout point de ~D. 

Soien% (F , D) et (P' , D') deux 416ments de ~( ~o/~o ) ~ un diff6omorphisme 

d~e (~ , D) su__/.r (F' , D') est une application f , F U D --~ F' U D', telle que lid 

soit un diff6omorphisme de D sur D', et lip un diff6omorphisme de P sur F' 

on dit que f conserve l'orientation si flF est compatible avec les orientations 

A 

respectivement induites sur P et P' par P et F' orient6s positivement. Quels que 

soien% les 616ments (P , D) e_~% (F' , D' ) de ~( ~o/~o ) , il existe un diff6omor- 

phisme a ee (F ~ D) sur (P' j D') conservant l'orientation : c8/, d'apr~s l'exactitude de 

la conjecture de Sch~nflies pour $I~ il existe undiff6omorphisme f~ conservant l'orien- 

ration de (F , BD) sur (P' , BD') ; et d'apr~s la nullit4 de F2, fl BD se prolonge 

en un diff4omorphisme de D sur D'. 

On dit qu'un diff4omorphisme f de (F , D) sur (F' , D') est fiddle s'il existe 
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/k 
un voisinage ouvert V de 1; U D dans 1; U D tel que f puisse se prolonger en un 

A 
diff4omorphisme de V sur un voisinage de 1;, u D' darts 1;' U D'. Si (1; , D) et 

A 

(1;' , D') sont fid&lement diff4omorphes, alors D' est ou n'est pas contenu dans 1;' 

#k 

suivant que D est ou n'est pas contenu darts F. R6ciproquement, supposons par exemple 

I% /k 

que D c F et D' C F' ; soit f un diff4omorphisme arbitraire de (1; , D) sur (1;' , D') ; 

soient 1;I et I; 2 les a~lh6rences des deux composantes connexes de 1; - D ! on note 

~k 
! 

(pour i = 1, 2) B1;.I = 1;'I e t  f(Fi) = 1;v.l ; 1;I ' F2 ' 1;4 ' 1;2 ont chacun une ar~te 

saillante ;donc flF I et flF2 sont fiddles, donc f est fiddle ; on ale mSme r4sultat 

R 3 
^ 

R 3 lorsque D c P et D' c - - F t ; on en conclut 

L'ensemble ~(~o/~o) s epartage en deux classes pour l__%a relation d._ee diff6omorphis- 

me fid&le. En plus, si deux 614ments sont fid&lement diff4omorphes, il existe toujoursun 

diff6omorphisme fiddle de l'un sur l'autre qui conserve l'orientation. 

II est commode pour la suite de choisir un repr6sentant dans chaque classe. On note 

Do l'6quateur de Mo, autrement dit le disque de centre O, de rayon I~ du plan 

[z = 0}° On note d'autre part D 2 l'intersection de R 3 - Mo avec la sph&re 

{x2 . y2 . (z - 1)21 = I. On choisit comme repr4sentants (~Mo~)o) e% (~H ° , D2) ; 

un 614ment de • ( ) sera dit du premier type oudu secon__.__~dtype suivant qu'il est 

fid~lement diff6omorphe A (SM ° , Do) ou ~ (~M ° , D2). 

On note M I la pattie {z >.0} de M ; eto on note Mo U D 2 = M 2 ; (voir la figure 

I du chapitre IV). Les vari4t4s Mo - MI et M 2 - M ° sont diff4omorphes ~ H 1. Iien 

r4su! te  qu'~ tou t  416ment (F , D) de ~ ( ~ o / # ~ o )  e s t  associ6 : 

-- s'il est du premier type, un 414men% de (~i/~I) x (~I/~I) d4fini ~ l'ordre pros ; 
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- s'il est du deuxi~me type, un 616ment de (~2) g (~I/~I). 

Soit 

F. Soit 

vari4t6s diff6omorphes ~ S I ) le long desquels 

Soit C un tel cercle~ soit D l'enveloppe de 

disque D2o 

3. Cerc les  minimaux ; d6compositions d'Alexander. 

E ~o/~o ; on note ~(F) la famille des plans horizontaux non tangents 

P E ~(F) ; P N F se compose d'un hombre fini de "cercles" (i. e. de sous- 

C 

e% P se coupent transversalement. 

dans P ; D est diff6omorphe an 

o 
D6finition I. On dit que C est un cercle minimal de F si D n F = ~. 

Ii suffit que P N F soit non vide pour qu'il existe parmi les composantes connexes 

de P N F un cercle minimal de F. 

Soit C un cercle minimal de P ; soit D l'enveloppe de C dans son plan horizon- 

tal ~ le couple (F , D) est un 614men% de l'espace ~(~olEo) 

pr4c6dent ; on dit que (F , D) est la d6composition d'Alexander de 

Cas o~ F E (~o/~o)° ; espaces (~i/~i)° e% (~/~2)°o On 

l'espace (~/~o)° (d6fini au § 3 du chapitre II, avecla notation 

le sous-espace ~/~o form6 des vari6%4s "excellentes pour la cote 

espaces (#~k)O pour k = I, 2. 

( ~k/~k )Oil faut et il suffit que 

cons id4r4  au paragraphe 

F d 4 f i n ~ p a r  C. 

r a p p e l l e  que 

est 

Z"o On va d4finir les 

Pour qu'un 614ment P de ~k/~k appartienne 

F air une face horizontale, que le plan de cette 

face  ne s o i t  pas t angen t  k l a  seconde f a c e ,  e t  que c e t t e  seconde face  s o i t  " e x c e l l e n t e  

pour  l a  c o t e " .  

Tout 416ment de ~ k / ~ k  as soc i6  ~ une d4composi t ion d 'Alexauder  d ' u n  614ment de 
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( rol~o )° e,t ~ 416merit de (~kl~k)°. Inversemen%, tout 616ment de (~k/~k)0 

(k = 1, 2) peut ~tre obtenu par ce proc4d4 ~ on va pr6ciser ceci. 

~finition 2. Soit F ~ (8kl~k) ° (~ = I, 2). On dit qu'~ ~l~ment Po de 

(~0/~0) ° est un bon arrondi de F s'il existe une d6composition d'Alexander de F o 

en deux 616ments dont l'un soit P, et dont l'autre, not4 F', air les propri6t6s 

suivantes 

F, ~ (~II~I)° 
P' a une seule singularit4 (n4cessairement un sommet) ; 

F' n'est rencontr4 par aucun plan horizontal tangent ~ F. 

Tout 614ment F d_~e (@rk/~k)° admet un bon arrondi (k = I, 2). Soit en effet D 

la face horizontale de F ! sol% C le bord de D. Supposons par exemple qu'au voisinage 

de D~ F soit %ou% entier en-dessous du plan horizontal P de D° II existe un 416ment 

F" de (~I/~I) °, situ6 au-dessus de P, contenu dane un voisinage arbitrairement 

petit V de D, ayant une seule singularit6, et tel que F" fl P = D° D'apr~s [2] (II, 

2.4°4, po 301)~ on peut apporter an th6or~me I de l'Appendice la pr4cision suivante I la 

fibration consid4r4e dane ce th6or~me est localement diff4rentiablement triviale ; de ceci 

on d4duit facilement qu'il existe un isotopie ~ de V, laissant la cote invariante, et 

o o 
%elle que ~(~" - D) se raccorde avec ~ - D le long de C ; il suffit de choisir V 

o 
assez petit pour que (F U F") - D soi% un bon arrondi de Fo 

§ 4. Cercles essentiels ; comp!exit6 d'Alexander ; d4compositions simplifiantes. 

D4finition 3. Soit F 6 ( ~o/~o )° ~ soit P E ~(F) (cfo § 3) et soi% C une 
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composante de P N F. On dit que C est un cercle essentiel de 

composan%e connexe de F - C, il y a au moins un col. 

D6finition 4o Soit F E ( ~o/~o )° ; on appelle comp!exit4 ' de 

oh i est le nombre de cols de P, et oh j 

un cercle essentiel, alors 

F si, sur chaque 

F le couple (i , j) 

est d4fini comme suit z s'il exis~e sur P 

(nombre de composantes connexes de D n F) ; j = inf 
cercle essentiel de F 

[D enveloppe de C dams son plan 

et s'il n'existe snr F aacun cercle essentiel, j = Oo 

Soi% Y E (~k/~k)° (k = I, 2) ; la complexit4 d'un bon arrondi 

indgpendsmte du choix particulier de Fop 

D4finition 4'. Soit P E (~k/~k)° 

complexit4 d'unbon arrondi (arbitraire) de F. 

Notations° On note 

la partie de (~k/~k)° 

4gale, respo strictement inf4rieure) h 

plexit4s estl'ordre lexicoeTa~hique). 

O 
Remarque I. Soit F E (~o/~o)(i,j) ; soit 

l'enveloppe de C darts son plan ; si D O F a exactement 

aucune d'entre elles n'est essentielle. I1 en r4sulte que 

F de F est 
O 

ce qui justifie la d4finition suivante : 

(k = I , 2) ; on appelle complexit 4 d__ee F la 

O O 

(~k/~k)~i,j) (resp° (Yk/~k) 4(i,j)' respo (~k/~k) <(i,j) ) 

formge des 416ments de complexit6 6gale (resp. infgrieure ou 

(i , j) (l'ordre consid4r6 sur l'ensemble des com- 

C un cercle essentiel de F, soit D 

j composantes connexes, alors 

j est inf6rieur an nombre de 

sommets de F (le mot sommet 4rant pris an sens g4n4ralis4 suivan% | point critique en 

lequel la forme quadratique des d4riv6es secondes est d6finie positive ou n4gative) ; 

d'oh l'in4galit6 j ~ i + 2. Cette in4galit4 (qui peut d'ailleurs 8tre renforc6e) montre 
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k/Zk) ° que, pour tout k et tout i, l'ensemble des j tels que (8 (i,j) soit non 

videp est fini. Oe fair ne jouera d'ailleurs pas de rSle essentiel darts la suite. 

Remarque 2. Sol% ]~ un 616ment de (~o/~o)~o,o) ; route d4composition d_~e F 

o 
es% du premier type. Donc (~ 2)(o,o ) est vide. 

D4finition 5. Soit F £ ( ~o/~o )° ; on dit qu'une d6composition d'Alexander de F 

est simplifiante si les deux vari4t6s F' et 9" associ4es ~ cette d4composition sont 

l'une et l'autre de complexit4 strictement plus petite que celle de 1 ~ (pour l'ordre 

lexicographique ). 

Si C est un cercle ~ la lois minimal e% essentiel pour F ; ou si~ 1 ~ 6rant de 

complexit4 (i , j), C est un cercle minimal contenu dans l'enveloppe horizontale D' 

d'un cercle essentiel C' tel que D' N F 

a lo r s  l a  d6composition de F d4f in ie  par 

Pour qu'  41 ment P ( o- )° 

ait exactement j composantes connexes ; 

C est simplifiaute ; on peut donc 4noncer : 

admette une d6composition simplifiante, il 

faut etil suffit q u'il existe sur P un cercle essentielo 

On va maintens~nt caract6riser (~ l'aide de la complexit4) les 614ments de ( ~o/~o )° 

sur lesquels il existe un cercle essentielo 

Lemme I° Soit F E ~o/~o et soit P E ~(F) ; soient c e~t c' deux points d_~e 

F situ4s de par% et d'antre de P. II existe au moins une composant e connexe 

P ~ F telle que c e_~% c' soient dans des composantes connexes distinctes de 

D4monstration. Soit (Cj)j6 J la famille des composantes connexes de P n F ; 

C de 

F - C .  

e% Dj{Io Tout chemin continu joignan% c ~ c' dan s R 3 rencontre P { donc tout 

pour chaque j, F - C. a deux composantes connexes, dont on note les adh4rences D. 
3 3;0 
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chemin continu joignant c ~ c' dans 

pas dans la mSme composante connexe de 

P rencontre P 0 Y ;donc c et c' ne sont 

F - (P N F) ; le lemme en r6sulte, si l'on peut 

montrer la propri4t4 suivante : 

Pour toute fonction k : J -, {0 , II, l'ensemble 

H= N ° 
j EJ Dj ; k ( j )  

est connexe. 

les 

D4montrons cette propri4t6 ; on a : 

Up. 
jEJ 3 ;1-k(j) ; 

C3 4rant disjoints, deux ensembles Dj; k et Dj ;k' sont ou bien disjoints, ou bien 

e m b o i t 4 s  ; i l  e x i s t e  donc un  s o u s - e n s e m b l e  J '  

F - H =  U D. 
j E J '  3 ; 1 - k ( j )  ' 

cette r6union 6tant en plus disjointe ; done H 

de J tel que : 

e s t  l e  c o m p l 6 m e n t a i r e  d ' u n e  r 6 u n i o n  d i s -  

jointe de disques, donc H est connexe. 

L e = e  2 .  soit P 

1 ° )  S o i e n t .  F t e_~t F" l e s  414ments  d ' u n e  d 4 c o m p o s i t i o n  d t A / e x a n d e r  de  F ; on n o t e  

(i' , j') l_ecom~lexit4 de P', (i" , j") celle de 1 ~'. On a toujours | (i',j') ~ (i,j) 

e.~ ( i " , j " )  ~ ( i , j ) .  S._~i ( i ' , j ' )  = ( i , j ) ,  alors P" e s t  un ~14ment de (~1 /~1 )~o ,o ) .  

2 °) Pour q,u,il existe une d6composition d'Alexander de F qui soit simplifiante, il 

faut et il suffi% que i ~ 2. 

D 4 m o n s t r a t i o n .  

1 ° ) On a : i '  + i "  = i ,  donc i '  ~< i e t  i "  ~ i .  Supposons  i '  = i !  a l o r s  i "  = O, 
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(~II~1)~o, ° F" donc dlapr~s la remarque 2 ci-dessus~ F 't E ) ; a une seule singularit6, 

qui est un sommet. Soit alors F' un bon arrondi de F' ; par d6finition de F~, F' est 
O 

l'un des 614ments d'une d6composition d'Alexander de F~, dont on d4signera l'autre 414ment 

p a r  1~,,o La f a m i l l e  des c e r c l e s  e s s e n t i e l s  de F e t  c e l l e  des c e r c l e s  e s s e n t i e l s  de F '  
O 

c o i n c i d e n t °  On peu t  en p lu s  c h o i s i r  F '  de faQon que 
O 

F'" C F" ; pour tout cercle essentiel 

C de F,  l e  nombre de composantes  connexes de D N F e s t  a l o r s  s u p 4 r i e u r  ou 4gal  ~ c e l u i  

i de D N Fo~ de s o r t e  que l a  complex i t4  de ]~ e s t  s u p 4 r i e u r e  ou 6gale  ~ c e l l e  de Fo, 

laquelle est, par d6finition, celle de F'. 

2 ° ) II r6sulte du lemme I que la condition i ~ 2 est suffisante pour l'existence 

d'un cercle essentiel (donc d'une d6composition simplifiante) ; or elle est 4videmment 

n6cessaire. 

§ 5.  D6monst ra t ion  de l a  c o n j e c t u r e  de S c h ~ n f l i e s  d i f f 4 r e n t i a b l e  pour  S 2.  

Le bu t  de ce p a r a g r a p h e  e s t  de d4montrer  l a  c o n j e c t u r e  de S c h ~ n f l i e s  d i f f 4 r e n t i a b l e  

f a i b l e  pour  S2p c ' e s t  ~ d i r e  l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  : 

Proposition I. L'application canonique ~oI~ ° --~ ~'oI~o 

a eh pitre I § 3, 4 °, que 1'image  oI$o 

I o composante connexe de e dans ~oI~o. Comme (~o ~O ) est dense darts 

(chapitre II, proposition 7), il suffit de montrer que l'image de ~o/~o 

(~o/~o)° ; pour les besoins de la d4monstration) le r4sultat qu)on 4tablit est le suivant : 

Lemme 3o Pour k = O, I)2, l'ima~e de ~k/~k contient (~k/~k)°O 

La d4monstration du lemme ~ utilise un certain nombre de leg~es. 

est surjective. 

par cette application est la 

 oI 'o 

contient 
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__ ~ o 
Lemme =. L'image de ~1/~ 1 contien% (I/~I)(o,o). 

o 
• contient (~ol~o)(1,o). Lemme @ L'image de ~oI~o 

Les lemmes a et ~ seront d6montr4s au § I du chapitre V. 

Lemme ~. Soit F 6 ~o/~o ; soient F' e_~% F" les 414ments associ4s ~ une d6compo- 

sition (P , D) de F. Si deux des trois 616ments F , F' e_~t F" sont dams l'image de 

l'espace ~k/~k correspondan%, il en est de mSme du troisi~me. En plus, si (F , D) est 

du ler (resp° 2e) type, tout diff6omorphisme fiddle de (~M ° , Do) (resp. (BM ° , D2)) sur 

A 

D~,, peut se prolonger en un diff4omorphisme de M sur F (resp. de M 2 sur ]~ O D). (~ 
J ~ O 

D4monstration. II faut distinguer deux cas : 

a. Le cas "additif", c'est ~ dire celui oh les deux 614ments pour lesquels l'hypoth~se 

est suppos4e satisfaite sont contenus darts l'enveloppe du troisi~me. Darts ce cas (compte 

tenu du paraRTaphe 2)~ le r4sultat est une cons6quence imm6diate du th6or~me d'isotopie 

locale. 

b. L_.~e ca___ss soustractif~ c'est A dire celui oh l'enveloppe de l'un des deux 414ments 

pour lesquels l'hypoth~se est suppos4e satisfaite, contient les deux autres 416ments. Ce cas 

se subdivise lui-m~me : 

- si (]~ , D) est du premier type, on utilise le th4or~me d'isotopie des plongements 

de M I dams Mo qui induisent l'identit6 sur M 1 r~ ~M ° ; 

- si (F ~ D) est du deuxi~me type, on utilise suivant le cas l'un des deux th4or~mes 

suivamts (analogues ~ celui utilis6 pour le premier typep et qui s'en d4duisent ~ l'aide de 

la proposition 2 de l'Appendice): "deux plongements de M (resp. M 2 - Mo) dams M 2 qui 
O 

induisent l'identit6 sur Mo (~ ~M2 (resp. D2) sont is.topes". 
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Premier lemme de r4currence. Soit (i , j) >i (2 , 0). S_~i quel que soit 

k E tO , 1 , 2} l'espace (~k)°<(i,j) est contenu dans l'image d_~e ~k/~k, 

o , 
( / )(i,j) est darts l'image __de o" 

a l o r s  

• o o Demonstratzon@ Soit F 6 ( )(i,j) ; d'apr~s le 2 ° du lemme 2, il existe une d6- 

composition simplifiante de P ; il suffit donc d'appliquer le lemme ~. 

Second len~ne d_~er6currence. Soit (i,j) ~ (0 , 0). S_~i 

o 
l ' ima~e  d~e ~ o / ~ o  , a l o r s ,  pour k = , ,  2, ( ~ k / ~ k ) ( i , j )  

Sk/s k" 

~ k / ~  k o (k = 1 ou 2~. So i t  F un bon a r rond i  de F ; D4monstration. Soit F E ( )(o,j) " o 

il existe une d6composition d'Alexander de F en deux 416ments dont l'un est F, et 
o 

dont l'autre 414ment 

l'image de ~1 /~  1" 

o 
( ~ o / ~ o ) ( i , j )  est dane 

est dans l'image d_~e 

F' est ~ms ( ~ 1 / ~ 1 ) °  (o,o) ; done d'apr~s le lemme ~, F t est dane 

La complexit4 de F est (i , j), done F est dams l'image de 
o o 

• o / • o  ; il suffit donc d'appliquer le lemme ~. 

D4monstration du lemme 3. La propri6t6 "@tre dsms l'image de l'espace ~k/~ k 

~i/~ I o d'apr~s le lemme ~ ; d'apr~s le lemme ~, on correspondant" est vraie pour ( )(o,o) 

en d4duit qu 'e l le  est vraie pour ( ) , on rappelle (cf .  § 4, remarque 2) que 

(~2)~o,o) est vide. D'apr~s Is lemme @, la propri4t4 est vraie pour (~o/~o)~I,o ) ; 

• k / ~ k  o donc d'apr~s le deuxi~me lemme de recurrence, elle est vraie pour (~ )(1,o) quel 

que soit k E [0 , I , 23. D'apr~s le premier lemme de r6currence, la propri4t4 est done 

° o 
vraie pour ( )(2,0) ; on applique ensuite le deuxi~me lemme de r4currence, puis de 

nouveau le premier, et ainsi de suite. 
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ConsEquences imm6diates  d_Eel__%aproposition 1. 

C o r o l l a i r e  1.  Soi% M une v a r i 6 t 6  (au sens  du § 4 dee l ' A p p e n d i c e )  ; o__%n suppose que 

l ' a r r o n d i  de M e s t  d i f f~omorphe  ~ D 3 ; t o u t  plongement  f i d d l e  de BM dans R 3 peu t  

a l o r s  se p r o l o n g e r  e n u n  plon~ement  d~e M darts R 3.  

D6mons t r a t ion .  Le cas  p a r t i c u l i e r  o~ M = D 3 n ' e s t  a u t r e  que l a  c o n j e c t u r e  de S c h ~ n f l i e s  

S 2 ; on a vu au c h a p i t r e  I § 3,  q u ' e l l e  r ~ s u l t a i t  de l a  c o n j e c -  diff~rentiable forte pour 

ture faibleo 

Cas ~6n6ralo  S o i t  f un plongement f i d d l e  de ~M dans R ~, on no t e  F l ' i m a g e  de 

f ! f p e u t  se p r o l o n g e r  en un plongement  d ' u n  v o i s i n a g e  V de M dans M sur  un 

v o i s i n a g e  de 0F dans P.  S o i t  M' une a r r o n d i e  de M t e l l e  que ~M t C V j M' es% 

d i f f~omorphe  ~ S3j donc d ' a p r ~ s  le  cas  p a r t i c u l i e r  c i - d e s s u s p  fl~MI p e u t  se p r o l o n g e r  

e n u n  d i f f~omorphisme de M' su r  f (0M' )  ; d ' a p r ~ s  l e  th6or~me d ' i s o t o p i e  l o c a l e ,  on peu% 

m o d i f i e r  ce d i f f~omorphisme au v o i s i n a g e  de aM' de fa~on q u ' i l  se r a c c o r d e  avec flM - M'. 

Corollaire 2. Soit P £ ~o/~o ; soit (P , D) une d4composition d_~e ~o S_~i F 

e s t  du l e r  ( r e s p .  2e) t y p e ,  i l  e x i s t e  un d i f f~omorphisme c o n s e r v a n t  1 ' o r i e n t a t i o n  d_Ee 

(M ° , Do) sur (~ , D) (respo d_~e (M 2 , D2) sur (F UD , D)). 

Ceci estune consequence inln~diate du corollaire Iet du le~e ~ • 



Chapitre IV. Espaces fonctionnels li6s aux doubles d4compositions 

d'~e sphere plon~6e dans R 3. 

§ Io Classification des doubles d6compositions des 2-sphbres plon~6es dans R 3. 

On note ~2 (~o/~o) l'ensemble des triples (F , D , D') tels que (F , D) et 

(F t , D l) soient des 614ments de ~)( ~o/~o ), et que D ND' = ~. 

Co,me all § 2 du chapitre III, on d4finit la notion de diff4omorphisme (resp. de diff4o- 

morphisme conservant l'orientation) d'un 616sent (F I , D I , D~) de ~2(~o/~o) sur 

un autre 616ment (P2 ' D2 ' D~) ; en particulier, un tel diff4omorphisme dolt appliquer 

D I sur D 2 et D~ sur D~. Quels que soient les 616ments (F I , D 1 # DI) e ! 

(F2 ' v2 ' D~) d_~ &2(~o/~o), il e~iste ~n diff~o~orrhis~e d__~ ~'~n sur ~'autre, 

conservant l'orientation s car, sur la sphere 

sous-vari6t6s disjointes diff6omorphes ~ S I , 

S 2 deux figuresp chacune form4e de deux 

peuvent toujours se transformer l'une dans 

l'autre par un diff4omorphisme conservant l'orientation. 

Toujours comme an § 2 du chapitre III, on d4finit la notion de diff6omorphisme fiddle 

entre deux 414merits de ~2(~oI~o). On ~, classifier les 414merits de ~)2 ( 8o I S o) 

pour la relation "diff4omorphisme fiddle, ~ l'ordre des deux derniers 416ments pros". 

A 
On remarque d'abord que si ])I e% DI sent contenus dans F I , la condition n6cessaire 

e t  s u f f i s a n t e  pour que (P2 ' ])2 ' D~) s o i t  f idb lement  diff4omorphe ~ (F 1 , ])1 ' D~) 
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A 

' soient contenus darts F 2. Supposons maintenant que l'un an moins est que D 2 et D 2 

A 
des disques D I et D4 soit ext6rieur ~ F I ; alors l'un au moins appartient au bord de 

F I U D I U D~ ; supposons que ce soit D I ; on volt facilement que la classification est 

achevde par la considdration des deux inv~riants suivants : D~ est ou n'est pas intdrieur 

^ 

F I ; BD~ est ou n'est pas dans le bord de F I U D 1. On trouve ainsi que #~2 (~o/~o) 

se partage en cinq classes pour la relation ci-dessus ; en plus, deux $16ments d'une 

mSme classe se correspondent (A l'ordre pros des deux derniers 416ments) darts un diff4o- 

morphisme fiddle conservant l'orientation. Mais d'apr&s le corollaire 1 de la proposition 

1, du chapitre III, § 5, tout diff6omorphisme fid&le de 

peut se prolonger en un diff4omorphisme de F I U D I U D~ 

6noncer : 

(F I , ~, , D~) s~ (F 2 , D 2 , D~) 

sur I~2UD2U D~ ; on peut donc 

~2(@;oI~o) s e partake e n cinq classes pour la rel~ion suivante : (i~ 1 , D 1 , D;) 

e_.t% (I~ 2 , D 2 , D~) sont 4quivalen%s s'il existe un diff4omorphisme conservant l'orienta- 

t i o n  de (F1UD1UD;  , F 1 , ])1 ' D; )  sur  (F2UD2UD ~ , F 2 , l) 2 , D~) ou sur  

(F2u~2uD ~ , F 2 , D~ , ~2). 

§ 2. Choix des modules (voir figures I, 2 et 3). 

Les notations Mo , D O , D 2 sont celles du chapitre III, § 2. On note : 

D I Itintersection de Mo et de {z = ½~ ; 

D 3 le s~n6trique de D 2 par rapport au plan ~z = 0} ! 

D 4 l'adh4rence de la partie ext4rieure ~ M de la sphere de centre 
O 

coupant ~M suivant le cercle {z 3 t 
o = ~  ; 

( 0 , 0 , 1 )  
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Dp 

On p o s e  : 

l'intersec%ion de M O et de {Z = ~!" 

(~Mo ' Do ' 91) = A1 

(~"o , Do , D2) -- ~ 2 

(aMo ' D2 ' D3) = &3 

(aMo ' D2 ' D4) = ~4 

(aM ° , D 2,Dp) = ~5" 

Pour e= 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , on no%e Ae, ~ , A~ , dans l'ordre indiqu4 par la 

figure 3~ les adh6rences des composan%es connexes born6es du compl6men%aire dans R 3 du 

A~ J (le support de A~ est la r6union des trois parties de R 3 qui composen% support de 

~)- 

Les no%a%ions Mo "MI 'M2 on% 4t4 d4f in i e s  an chapi%re I I I ,  § 2 ; on pose ( c f .  

On pose d'autre par% (cf. figure 2) z 

("o, A,~.;, A~')=~ 

(M~, A 2 , A~. Ap: E, 

(M 1 ,., , A;) : E2 

(.,, .2, A~) : E3 

(H 2 . A~UA~, A~) : E, 

("2 ' A2uA~- ' A~) = /'5 

f i gu re  1 ) Z 
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Pour 

~l~ments de ~. 

Chacune des varifies A~ , A~ , A~ 

(k EL0 , I, o.., 5}) ; chacun des triples 

= I~ °..~ 7~ on note E le triple obtenu en permutant les deux derniers 

est diff~omorphe ~ l'un des modules 

(A~OA~ , ~ , A~), (A~OA~OA~ , A~OA~, A~), 

(A~'UA~" , A~ , A")$. , (A~UA~UA'~ , A~ , A~UA~) est diff~omorphe ~ l'un des modules 

(~ E I-7, -.-2 +7}). Le thdor~me de classification du paragraphe pr6c~dent peut 

maintenant s'interpr~ter comme suit : 

Proposition I. Soit (F , D , D') ~ ~l~ent de 02(~o/~o) ; soient (A , A' , A") 

les adherences des composantes connexes born~es de R 3 - (FUDUD'), prises dans un ordre 

convenable. Ii existe ~ E {I, ..., 5), e_~t un diff~omorphisme conservant l'orientation, d__ee 

(AeUA~UA ~ , A~ , A~ , A~) sur (AuA'UA" , A , A' , A")° 

Chacune des vari~t~s A , A' , A" est diff~omorphe (avec conservation d_Ee l'orientation) 

l'un des modbles M k (k E {0 , I , ... , 5))- 

A t' ) Chacun des trifles (AuA' , A , A'), (AUA'UA" , AUA' , A"), (A'UA" , A' , , 

(AUA' UA" , A , A' UA") est diff~omorFhe (avec conservation de l'orientation). ~ l'un 

des modules ~ ((X E {-7, ° . ° ,  7}). 

a marque, p e u t  d f nir e n s e m b l e s  po r k = I ,  2 ; l a  d finition 

est analogue k celle de ~(~o/~o), ~. ceci pros qu'il faut rajouter la condition : D ne 

doit pas rencontrer l'ar~te de ]~. Avec cette d6finition, on voit que le syst~me (~) 
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(pour ~ E {0 , I ,..., 7~ d~finit un syst~me complet de modules pour les ~l~ments de 

@(Sk/~k) , avec k = O, I, 2 ; (~_~ et E -~ dSfinissent ~videmment le m~me module 

de d6composition)o 

§ 3o Les espaces 

Pour une variSt~ ~, 

chapitre III, les espaces ~k ' ~k' ~k' ~k' 

~k le groupe des diff$omorphismes de M k 

d'incidence 

~k;e la composante connexe de l'616ment neutre darts 

gk et Sk;e sont des sous-groupes distingu6s de 

Les modules M k (k = 0 , 1,  . . . ,  5) 

suivantes : 

Pro pri~t~ I. L'arrondie de ~ es t diff6omorphe~ 

Propri~t~ 2. Ou bien il existe un dl6ment ~ d_~e 

groupe engendr~ par s k (qu'on note Sk ) 

b i e n  ~ k  = ~ k '  on pose a l o r s  

En e f f e t ,  pour k = 0 e t  

pour  s k un d i f f$omorphisme de 

p a r t  c e l a  a r b i t r a i r e ) .  On no te  

{y = z = 0}~ et on prend pour 

le diff~omorphisme de 

~ k  e_~t ~ k "  

compacte ,  connexe,  de d imension  3, on a d 6 f i n i  au § 1 du 

S k / ~ k  , ~ k / ~ k .  On no t e  en p lu s  : 

c o n s e r v a n t  l ' o r i e n t a t i o n  e t  l e s  r e l a t i o n s  

~k" 

~k' et ~k;e c ~k" 

d6finis au § 2 ont les propri~t~s particuli~res 

D 3 . 

~k' d'ordre 2, tel que le sous- 

soit canoniquement isomorphe ~ ~k ~ k ; ou 

S k  = {eJo 

k = 5 , ~k = ~k ° Pour k = I et k = 2j on prend 

M k conservant l'orientation et 6chaageant les faces (et 

p la rotation d'angle W de M autour de la droite 
0 

@-I 
s 3 la restriction ~ M 3 de ~ o (@ 6rant 

Mo d 6 f i n i  c i - d e s s o u s  au § 7 ) .  E n f i n  on p rend  pour  s 4 l a  r o t a t i o n  
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d ' a n g l e  ~ de M 4 m/tour  de l a  d r o i t e  ~y = Z = 0 ) .  

Propri4t4 3. L'application canonique : 

est un isomorphisme. 

En offer, lecas particulier de la proposition I de l'Appendice donne un isomorphisme : 

(i) 

soit d'autre part 

et lea relations d'incidence ; ~k 

sorte qu'on a une suite exacte : 

" ' "  5(~Q ~I 

~k le groupe des diff4omorphismes de ~M k 

est fibr4 sur 

conservant i' orientation 

~ k '  de fibre D i f f ( ~  ; ~) , de 

on montre sans difficult6 & l'aide du thgor&me 4 de l'Appendice, et de son corollaire 2, 

que I 

et que t 

K o ( ~ k )  = 0 pour  tout k ; 

~ ~0 pour k = 0 

pour  k = 1 

Dans ce dernier cas, un g4n6rateur de K1(~k ) e s t  donn4 p a r  l a  r o t a t i o n  d ' a n g l e  2~ 

autour ae ladroite 0z, de sorte que, dans tousles cas, l'homomorphisme ~1 ( ~ k )  

est ~urjectif. Uhomomorphisme ~o(mff(~ ~ ~)) ~ ~o(§Q 

compte tenu de (I), ach~ve la v6rification de la propri4t6 3. 

Une cons6quence i~n6diate de la propri6t6 3 est la suivante = 

est  donc b i j e c t i f ,  ce q u i ,  
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(~k) (~ k = 0 , I , ..., 5) sont canoniquement isomorphes au 

(le second temps est inutile lorsque ~k =~k' 

a° On suppose que l'un des 614ments g , g' 

Ii suffit de montrer qu'il existe g isotope 

~k~e" D'apr~s la propri6t4 3, on peut choisir 

CO Diff(M, Soit V une vari6t4 diff4omorphe 

c'est ~ dire pour k = 0 ou 5). 

, par exemple g, est dans ~k" 

* *-Ig,-I 
g, tel que g g'g soit dans 

g de mani~re qu'il soit dans 

D 3 ; identifions ~ ~une sous- 

Les ~roupes 
O 

groups %(Diff(D 3 ; %%))° 

En effet, d'apr~s [2] (p. 336, eorollaire 3), il existe, du seul fait que ~ est 

compactep connexe, et de dimension 3, un homomorphisme canonique 

d'apr~s la proposition 2 de l'Appendice, la propri6t6 ] entraine que cet homomorphisme est 

un isomorphisme ; il reste ~ composer cet isomorphisme avec celui de la propri6t6 3. 

Lemme I. Soit ~ une vari4t4 v6rifiant les propri4t6s 1, 2, 3 ci-dsssus. Le groupe 

~k;e" Sk est un sous-groupe distingu4 d__ee @k ; l_~e groupe quotient Ok/(~k;e. Sk) est 

ab61ie= et canoniquement i somorphe ~ %(~k ) (et par oons4quen ~ ~ ~(Diff(D 3 ; %%)) ). 

D6monstration. Le lemme est une cons6quence imm6diate de la propri6t6 suivante : 

"sous les hypotheses ci-dessu_..~s, le commmtateur gg,g-1 g,-1 de deux 614ments quelconques 

d__ee ~k est dans la composante connexe de l'616ment neutre". On a vu au § I du chapitre I 

(lemme I), que carte propri6t6 est vraie pour is groupe Diff S n (quel que soit n) ; on 

montre exactement de la m~me fagon qu'elle est vraie quel que soit n pour le groupe 

j~ Diff(D n | sn_1 ) ; pour la d4montrer dans le cas du groupe ~k ' on proc~de en deux temps 
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vari4t4 de V- ~V ; soit g le diff6omorphisme de V obtenu en prolongeant g par 

l'identit4 ; d'apr~s le th4or~me d'isotopie pour les plongements des disques, g6n6ralis6 

au cas des vari4t6s telles que ~ (cf. § 4 de l'Appendice), il existe un diff4omorphisme 

g' de V prolongeant g' ; le diff6omorphisme ~*~,~-I~,-1 

V- M ; puisque V est diff6omorphe ~ I)3~ il en r4sulte que 

composante connexe de e dans Diff(V ; J~V ) ; donc, d'apr~s la proposition 2 de l'Appen- 

dice, g*g,g*-Ig,-1 est dans ~ k;e" 

bo On suppose que n_~i g, n_~i 

propri6t6 2, h et h' darts ~k 

gg,g-lg,-1 = (hg,)(s~l h,-1 

donc g g , g - l g , - 1  E ~ k ; e "  

D 6 f i n i t i o n  des espaces  ~k"  Pour 

) = 

~k est un rev~tement surjectif d_~e ~k/~k. 

g' ne sont dans Sk" 

tels que g = h.s k et 

de V induit l'identit6 sur 

e s t  d = s  Z a  

Skh,)(hg,)-1(hg,h-lg,-1 ) 

k = 0, 1, ..., 5, on pose : 

D'apr&s le lemme 1, 

merit d'une structure d'espace fibr4 principal, de base 

discret 7to(Dill(D3 ; JS~)). 

Pr4cisons comment sont d6finies les op6rations de 

~k est muni naturelle- 

~k/~k' de fibre l e ~roupe ab41ien 

S o i t  a E ~ k  e t  s o i t  G E ~o(Diff(D3 ; JS~))  ; on c h o i s i t  a r b i t r a i r e m e n t  un r e p r 4 s e n t a n t  

de a,  un r e p r 6 s e n t a n t  g de if, e t  un plongement ~ ,  d ' o r i e n t a t i o n  p o s i t i v e ,  de D 3 

dans l ' i n t 6 r i e u r  de ~ ; ~ o g o - 1  e s t  a l o r s  un diff4omorphisme de ~(D3) ,  q u i s e  

prolonge (par  l ' i d e n t i t 4  sur  M - ~(D3)) en un diff4omorphisme de M k an 'on  no te  sV 

o g~ est un repr4sentant de l'616ment a. ff de ~k" 

II existe alors, d'apr~s la 

g' = h.s k. On peut 4crire : 
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§ 4 .  Les espaces ~ ,  ~,  ~ / ~  

On note ~ (resp.  R , resp .  

(respo ~ k '  resp .  % / ~ k  ) pour 

s u r j e c t i f  de ~ / ~  ; c ' e s t  aussi  d 'apr~s la  f i n  du § 3p 

base ~ / @ ,  de f ib re  ~o(Diff(D3 ! JS2)) .  

Pour tout  module I - 7 ,  - . . ,  7})  note  

, ~U , ~?. L 'add i t ion  dans ~/@o 

~ / ~  ) l ' espace  somme topologique des espaces ~k  

k = 0, 1, . . . ,  5. L'espace ~ es t  m: revStement 

unespace  f ibr6  p r inc ipa l  de 

form4e des couples (A , A') 

de ~ sur le triple 

les ensembles ~ et 

1,~ & l'autre par la sym6trie de (B/S) ~(~/~)). 

U 'W,,, = "~ • 

, ,  

D'apr~s ce qui pr4c~de l 'ensemble 

L ' add i t ion  dans ~ / ~  . Pour 

posant : 

la  p~r t ie  de ( ~ / ~ )  x((~/(~ ) 

tels qu'il existe un diff6omorphisme conservant l'orientation 

(A OA' , A , A'). Les ensembles W= sont disjoints. Pour tout ~, 

~_~ sont s.ym4triques l'un de l'autre (i. e6 ils correspondent 

On note : 

W est sym4trique ; il en est de m~me de l'ensemble W o. 

(A , A') E W, on d4finit la somme de A et A' en 

A + A' = A U A' ; 

ales propri6t4s suivantes : l'op6ration ainsi d6finie sur 

- elle est commutative | 

- elie est associative au sens suivant : pour tout (A , A' , A") 

(A+~)+A" e t  A+(A' +A") 

tel que 

-- elle est r6guli~re (i. e. 

d4finir (sur une partie convenable de 

existent, ils sont 6gaux ; 

A + B = A + B' entra~ne B = B') ; ceci permet de 

( ~ / ~ )  × ( ~ / ~ ) )  ~ e  d i f f6rence  ; la  d i f f4rence  
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de C et Ap Iorsqu'elle existe, est not6e C - A ; on prendra garde que l'ensemble 

correspondant ~ C - A n'est pas l'ensemble diff4rence de ceux qui correspondent ~ C 

et A, mais l'adh6rence de celui-ci. 

-- elle est continue sur ~o 

§ 5. D4finition et p remibrespropri4t4s d'une addition deuls ~o 

Dane ce paragraphe, on va d6finir un relbvement dams ~6 de l'addition ci-<lessus ; 

ce seraune op6ration d6finie sur la partie V de 

L'ensemble • 6rant r4union disjointe des ensembles 

ensembles correspondants ~ 

Soit 

9%x~ situ6e au-dessus de ~. 

W , Y est r6union disjointe des 

; on d4finit l'addition s4par4ment sur chacun de ces ensembles 

E {-7 , ..., 71 ; soient Mj(u) , Mi(u) , Mi,(~ ) ies scabies respectifs 

des trois 416ments de ~ ; on d4signe les deux derniers 616ments de ~ respectivement 

par A et A'. On note N l'intersection de A et de A'. On choisit deux plonge- 

ments conservant l'orientation ! 

! 9e " Mi,(e ) --*Mj(~), d'image A'e ° 

On note ~T~ '?i la pattie de ~i(~) × gi'(e) form4e des couples (~ , T') teis que 

le diagran~e : 

~j (a) 

Mi, (e) 
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soit commutatif. Puisque : 

est unique, et l'image de 

M A' 

dans R 3 es t  la  r4union des images de T et ?'. On 

pose ! 

5 o - ? ~ ,  ~' ; x 

si on note A , A' j B los projections respeetives de ~ P ~' ' X dans (5/~, on a : 

(2) B = A + A' • 

L_~a projection d_~e U~a, T'u sur (~I~) m (~/~) es t  W~ : car pour tout 

(A , A') £ W il existe par d4finition un diff6omorphisme X, conservant l'orientation, 

de Mj(~) sur A UA', qui envoie A sur A et A'u sur A' ; le couple 

( X o ~ , ~ o ~) est un 616ment de %£ , situ4 an-dessus de (A , A'). 
9~' ?~ 

Lemme 2. Soient (~ , ~') et (~ , ~') deux 414ments de ~I~ %yant m@me 

~ , ~ '  ont m@me pro~ection darts ~,.  projection dsms ~X ~ ; 5O ~' 

La d4monstration du lem~e 2 repose sur deux propri4t4s des modules ~ et sur un 

lemme pr41iminaire relatif aux espaces fibr6s. 

Propri4t4 Io Pour tout a E [-7 ,..., 73 , tout diff4omorphisme de A a (resp. A~) 

qui laisse stable N conserve les relations d'incidence. 

V4rification. On se borne ~ la partie de la condition portant sur A ; elle est 

trivialement v6rifi4e pour i(u) = 0 ou 5. Pour les autres valeurs de i(~), soient 

-I 
1~ ; 0 et i~ I les deux faces de Mi(~),j(~ ) qui s'6changent par ~ o s~) o ~ ; on 

constate qu'il existe toujours h 6 {0 , 13 tel que : ou bien N c F ; ou bien ~;h 
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~;h c N et P ~ N . 

Propri4t6]~. Pour tout ~ E {-7, ..., 7), les homomorphismes : 

5(g 5(Diee 
' sont sur~ectifs. respectivement d6finis par ~ e_~t Tu 

En effet, il r4sulte facilement du th6or~me 4 de l'Appendice que, pour tout a, 

(DiffN)~2, la rotation d'angle 2ff autour de Oz 4taut tun g6n6rateur. ffl 

Lemme pr41iminaire. Soit p : E--,B une fibration localement triviale ; soit 

(a , b) un couple d_~e RoSnts d_E 

l'application : 

soit le chemin 

un rel~vement 

D6monstration du lemme 2. Dans le cours de cette d4monstration, on utilise les nota- 

E situ6s dans la m6me composante connexe par arcs. Si 

MI(E ; a) --~KI(B ; p(a)) d4finie par pest surjective, alors quel que 

~, continu dans B, d'ori~ine p(a) et d'extr6mit6 p(b), il existe 

6 d_~e [p continu dans E, d'origine a e_~% d'extr4mit4 b. 

tions simplifi4es i, i' , j au lieu de i(~) , i'(~) , j(a). 

D'apr~s la d4finition de ~p il existe g £ ~i;e" $i tel que 

N ; d o n c ,  d 'apr&s l a  p r o p r i 4 t 4  

= ~ o g. 

I ,  g appar -  

tel que ~' = ~' o g'. On note g" l'616ment de ~j 

N6cessairement g doit laisser stable 

tient ~ ~i ! donc : 

(3) g E g i ; e  " 

De m~me, il existe g' E ~ i';e 

qui v6rifie : 



- 64 - 

g" est un 416ment du sous-groupa de ~j form4 des diff6omorphismes qui laissent stable 

N= (et par cons6quent A= et A~) ; on d4signera ce groupe par ~(=). Pr6cisons las 

diff6omorphismes induits par g" sur A et A' : 

- t  

I -I A' 

Consid4rons le diagramme commutatif suivamt = 

Diff N 

Dana ce diagramme~ l'application ~ eat d4finie par 

~=(~) = ~= o (~IA) o ~1  pour tout ; E ~ (=) 

l 'app l ica t ion  9= eat un hom4omorphisme de J ;  ~ (=) sur une partie de J~ ~i ; lea 

appl ica t ions  ~ e t  ~a o ~¢ sont des f i b r a t i ons  dont les  f ib re s  r e spec t ives  sont 

contractiles, il en r4sulte notamment = 

(4) KI(JN ~ i  ' 9~(JN ~(=)) )  = 0 ; 

(5) l 'app l ica t ion  canonique : r£1(J N ~(¢))  --. ~ l (D i f f  Na) eat un isomorphisme. 

Soit J" (reap. J) l'image de g" dams O N ~(a) (rasp. aans JN ~ i  )" 

D'apr~s (3)~ J peut ~tre joint au jet e de l'416ment neutre par un chemin continu ~e 

J~i ; donc, d'apr~s (4), il existe un tel chemin, not4 ~, qui soit dana l'image de 
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~ | ~ est alors l'image par ~ d'un chemin, not6 ~", joignant e ~ J" dans 

JN~(a)o D'aprbs (~) et la propridt6 II, la fibration : ~i --*JN ~i v4rifie les 

conditions du lemme pr61iminaire. II r4sulte donc de ce lemme que le chemin ~ peut se 

relever enun chemin 6, continu dane ~i' d'origine e et d'extr4mit6 ~ o g o ~I. 

Ce qui pr~cbde peut se r4p6ter en remplaGaut i par i', ~ par ~', ~ par ~', 

etc. On nots ~' l'image de ~" dans J~ ~i' ; on obtient un rel~vement 6' de [', 

' o g' o ~  I 6 ' )  continu dans ~i'' d'origine e et d'extr6mit6 T~ - . Le couple (6 , 

d4finit un chemin continu dane ~(~), joignant g" A e ; et ceci achbve la d4mons- 

tration du lemme 2. 

Le lemme 2 montre que l'op6ration ~ , est compatible avec la projection 

~-~ ~ ;elle passe donc au quotient, et d4finit sur une pattie de ~x~ (qui est 

la projection de ~L ,~) une op4ration, ~ v~leurs darts ~, qu'on note + ~ . 

Onva en premier lieu 4tudier le comportement de cette op6ration vis-a-vis des op6rations 

de ~o(Difr(D3 ; J~)) dans l'espace principal ~%. Soit (a , a') tel que a + ~,~ 
exists, et soit (~ , ~') un 616ment de ~,~ situ4 au-dessus de (a , a'). Soit 

E go(Diff(D3 ; J q~)) et soit gun repr6sentant de ~ ; soit ~ un plongement 

d'orientation positive de D 3 dans l'int4rieur de Mi(~). La notation gv 6rant celle 

d6finie ~ la fin du § 3, (~ o g~ , ~') est encore un 614ment de ~%,~, st on a , 

a t 

%0,) o (6) (%0 o g~ ) ~,~, ~,~ ov 

De ceci il r4sulte en particulier que la partie de ~ x~% sur laquelle est d6finie 

l'op4ration * , est satur6e pour les op6rations du groups 
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~o(Diff(D3 ; JS 2))× Ro(Diff(D3 ; J~)) ; 

or l a  p r o j e c t i o n  de c e t t e  p a r t i e  sur  ( ~ / ~  ) x ( ~ / ¢ )  ooZncide avec c e l l e  de U 

c'est ~ dire ~ ;donc l'op4ration + .... ~,~ est d4finie sur l'image r4ciproque V~ 

de  ] ~  par  l a p r o j e c t i o n  d_~e $%x3% sur  ( ~ / ~ )  x ( ~ / ~ )  ; en p lus  on a d ' ap r~s  

l a  formule (6) , 

(a.~)+ ,a'=~+ , (a' .,)=(a+ ,a'). 
V~'~ V='~i ~='~ 

pour tout (a , a') £ V~ et tout • E ~o(Diff(D3 ; J~2 ))" 

S o i t  * un syst~me de couples  de diff6omorphismes ( ~  , ~ )  (pour 

E {-7 ,..., 7~). On appelle addition associ6e ~ • et on note +, l'op6ration 

d6finie sur ~ de la fa~on suivante : si (a , a') E ~, on pose : 

a +%,~ a' = a +~ a'. On verra au paragraphe suivant que pour un choix convenable du 

syst~me ~, cette "addition" est bien commutative. II r6sulte de ce qui pr6c&de que, 

pour tout syst&me *, l'addition +~ ales propri4t6s suivantes : 

( i )  La p r o j e c t i o n  ~ - - ,  ~ / ~  e s t  a d d i t i v e  ; de fagon p lus  p r 6 c i s e ,  s o i e n t  a e_~% 

a' deux 614ments de ~, soient A e_~% A' leurs projections respective ~ dans ~/~ ; 

pour que a +#a' existe, il faut et il suffit q~9 A + A' existe ; A + A' est alors 

l_aaprojection d._~e a + ~  a'. 

(ii) S_~i a % a' existe, alors (a.~) ~ a' e_~t a % (a'°~) existent pour tout 

E ~o(Di f f (D3  ; J s  2 ) ) '  e% on a : 

(7) (a.~) %a' --at (a'.~) = (a +~ a'). ~. 

(iii) L'0p4ration +, est r6gulibre, autrement dit , a +,b = a +@ b' entra~ne 



- 67 - 

a = a'. En plus, pour qu'il existe a (resp. b) tel que a + b = c, il fant et il 

suffit que C - B (resp. C - A) existe ; (A , B , C d6signent les projections respec- 

tires de a , b , c dans ~/~). 

(En effet, a +~b = a +~b' entra~ne d'apr~s (i) : A + B = A + B' ; donc, d'apr~s 

la r~gularit~ de l'addition dans G/~ ~ B = B' ; donc il existe # E • (Diff(D 3 ; joo)) 
O 

s 

tel que b' = b.# ; d'apr~s (ii), il en r~sulte t a +~ b = (a +~ b).~ ;donc 

= e~ donc b = b'. 

C - B = A ; s o i t  a '  

e s t  a n - d e s s u s  de C, 

Supposons d'autre part que C - B existe, et posons : 

A ; puisque A + B = C, il r~sulte de (i) que a' + b donc 

(a'o~ -I) + b'= c). 

W • 

(En effet, elle a ~t~ obtenue par passage an quotient ~partir des applications 

de 

de l a  forme c .  G ; donc d ' a p r ~ s  ( i i )  on a 

( i v )  L ' o p 6 r a t i o n  +~ e s t  c o n t i n u e  s u r  

a u - d e s s u s  

c o n t i ~ e s  ~ , ) .  

§ 6. Condition de commutativit~ d'une addition dans ~. 

On va maintenant particulariser le syst~me @ co,me suit ; soit 

d'angle ~ de M autour de la droite • |y = z = 0~. On choisit : 
O 

(s> 
J ~o = injection de 

= P O l o .  

M 1 dans Mo ; 

D'autre part, on suppose que, pour tout ~ ~ O, on a : 

(9) ( , . . , , ,  ,L I = 

p l a  r o t a t i o n  
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On va montrer que, pour tout syst~me ~ v6rifiant les conditions ci-dessus , l'op6ration 

+~ est commutative. 

erfet, pour tout ~, i~s ensemble ~,~ et ~i,~ 
x ~ ,  et on a, pour tout (~ , T') E ~ l  1 : 

sont sym4triques dans 

(1o) 9' ~ ~1'9~ ~ = 9~ ' ~' " 

Ii r4sulte imm6diatement de (9) et (10) que, pour ~ ;~ O~ 

a! + a = aw + I a = a + 

o n a  z 

a t • 

IIne reste donc plus ~ montrer que la conmmtativit6 de l'op4ration + , . On utilise 
%'% 

pour cela le leone suivant (qu'on utilisera 4galement an § 7) Z 

Le,e 3. Soit ~ E -7, ..., 7 • Soien% (% , 91 ) e._~% , deux couples de 

diff6omorphismes v4ri~iant les conditions du d4but du § 5. On suppose que ces couples 

sons "4quivalents" au sens suivant z il existe des 616ments g , g' , g" situ6s respec- 

, 8i, , - Sj tels que s %ivement dazls ~i(~);e" ~i(~) ~i' (~);e ° (~) ~(~);e (~) 

~'(x = 8" o 9~ o g ; 

alors les op4rations +Up~ ~, et +~~U~TU~, coZncident, 

D4monstration du lemme 3 .  Soit (T , 9') E ~'~i 

le diagra~me commutatif : 

= 9" Ona soit X 9 ~%,~ 
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H j ( ~ )  , s j ( a )  g , 

' Mi,(~ ) 

M i ~  -1 

I1  r6su l te  de ce diagrmmme que (~ o g , T o g ' )  E l i~u ,~ , ,  

(~ o ~ ) ~ , ~  (~, o ~,) : xo g"-~ 

le leone en r~sulte par passage an quotient• 

Application du lemme 3. Soit (a , a') E 

a t = a '  ÷ , a 
a ÷ t ~o'~o ~o'~o 

] ) t ap r~s  ( 8 )  et le l e ~ e  3 : 

et que : 

D'apr~s (10) on a : 
O 

a I + a = a  w + a ; 
! 

~;'~o ~o'~o 
ce qui ach~ve la d6monstration de la commutativit4 de +~. 

Notion de difference. La commutativit~ de +~ et la propri~t~ (iii) du §5 justifient 

la d~finition suivante : soient a et c deux ~16ments de ~ ; s'il existe b E 

tel que a + b = c, cet 616me~t est unique ; il est appel6 diff6rence de c e t a, 

et not6 c - a° Soient A et C les projections respectives de a et 

~/6 ; pour que c - a existe, i l faut et il suffit que C - A existe. 

c de~s 
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§ 7. Construction d'une addition associative et commutative dan 9 ~. 

D4finition. Soient A , A' , A" trois 414ments de 

est unmod~le d'associativit6 pour une addition 

a , a' ~ a" , de projections respectives A , A' , A" 

(11) (a +~ a ' )  +, a" = a +~ (a' +~ a") 

(ce qui implique, bien entendu~ que ces sommes existent). 

~opri6t~s des modules d'associativit6. Soit (A ~ A' 

~") de 1 ° ) Quels que soient les 614ments (~ p ~' ~ 

A , A' , A" , o.~.n~ t 

% % ;,, = % % ; , ,). 

En effetp il existe trois 614ments ~ ~' ~ ~" de ~o(Diff(D3 ! ~S2)) 

= a.~ ; ~' = a'.~' ; ~" = a". ~" • 

D'aprbs  (7) t 

(~ +~ ;') *~ ;" = [(a +~ a') +~ a'~.(G+¢' +if") 

et 

% (;' % ;") = [a +~ (a'+~ a") ] . ( f f+~'  +~") , 

(12) r ~ s u l t e  pa r  consequent  de (11) .  

2 ° ) S o i e n t  (B ~ B' ~ B") t r o i s  614ments de 

~/6 ! ondit que (A, A' , A") 

+~ s'il existe dens X trois ~16ments 

tels que 

f d_~e (AUA'UA" , A , A' , A") 

anssi unmodble d'associativit6. 

En effet, on peut supposer que 

quement ~ tout 614ment a de ~p 

, A") unmodble d'associativit6. 

~, de projections respectives 

%els que | 

~ / ~  ; s ' i l  e x i s t e u n ~ i f f 6 o m o r p h i s m e  

sur (BUB'UB" , B , B' , B"), alors (B , B' , B") est 

f conserve l'orientation | f associe alors canoni- 

de projection A~ un 616ment~ no%4 f.ap dont le 
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support est 

D~finition explioite d'un systbme 

rotation d'~nEle K de 

diff6omorphisme de M 
o 

(a) e E ~o;e ; 

(b) ~ applique Do sur D 1 ; 

(c) po ® - 1 =  ®op . 

B ;  o n a :  

(~.a +® ~.a') +~ ~.a" = ~.((a +~ a') +® a") 

= f.a % (~.a' % f.a") . 

particulier. On rappelle que 

M autour  de l a  d r o i t e  { y  = z = OJ o • 

ayan% le s  propri4%6s su ivan t e s  ' 

P 

On d4signe par  

d4s i~ , e  la 

@ un 

[II existe un tel diff4omorphisme ; on peut pax exemple construire @-1 comme suit. 

On d4fini% d ' a b o r d  @-1 1 @-1 SUr M1, de mani~re que, stir M 1 /'I {z ( ~ + E;}, induise 

ume "translation", o'es% & dire envoie tout point de cote A at* point oh le m6rid/en de 

ce p o i n t  peroe  le  p lan  {z = A -  1},  pu i s  on prolonge l a  d 6 f i n i t i o n  de @-1 h l ' a i d e  

de la ro=ul, (o)]. 

Sol% h un plongementp conservant l'orientation~ de 

"1 "= %, ~ su~ ~, D, = 5" soit , 

restriction de g ]b ){I ooTncide avec celle de 

M 5 darts lui-m~me, appliquan% 

un 614men% de ~o;e tel que la 

hoh. 

On a6finit ?o e% ?o mr ies formules (8) ci-dessus. 

On pose : 

9j = injection de Mo darts M 2 ; 

~ -- injection de M 3 ~...1 ; 
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~ = injection de M I darts M 5 ; 

~5 = injection de M 5 dams M 2 ; 

~6 = injection de M 2 dams M 4 • 

~2 

d6fini par : To 

T3 = h o T~ 

~4 = ?5 o h 

Puis on d6finit comme suit les autres 614ments du syst~me 

= 't'5 o h o 'i'~ 

est l'application de M I dans M 1 d4finie par ~9 

oT2= ®oT o) 

~=s 40~60~5oho~ , [s 4 estd~-~ §3] 

est d4finie par -" 

(autrement dit, ~2 est 

est d~fin~ co~Ine suit : la restriction de 

?~ o ~1 =q'l o~0 2 ! 

et ~ pour 

Cette addition es% la seule qu'on utilisera dans la suite ; on la d6signera simplement 

par +. Elle est commutative en vertu du §6. 

et commutative. 

D6finition. On dit qu'une addition 

les moa~les (A~ , A~ , A~) sont des mod~le, d'associativit~ pour %. 

Proposition 2. L'addition relative au syst~me 

et l a  r e s t r i c t i o n  de ~ 

Enfin,  on d 6 f i n i t  ~ 

d6fini ci-dessus est associative 

M s ' i d e n t i f i e  ~ u n  614ment de ~o;e  qu'on note g ' .  
0 

= -7~ -..9 -I, ~ l'aide de la formule (9). 

+~ est associative si~ pour 6 = I, 2, 3, 4~ 5, 
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La d6monstration de la proposition 2 repose sur le crit~re suivant~ dormant une condition 

suffisamte pour qu'un triple soit un modble d'associativit4. 

S'il existe des indices i , j , k , e , m , n E [0, 1, ..., 5~, des indices 

~, ~, ;, 6£ {-7, ..., +7 I, et des syst~mes de diff4omorphismes (~u ,~) s (~S, ~) , 

(~ * ~ (~6 ' Tes~ectivement4quivalents (an sens du lemme 3) aux systemes 

(~ ~ ~), etc.~ d4finissant l'addition, tel..__~sque le diagTamme = 

n 

M. 

M> 

U m 

M 
n 

air la propri6t4 suivante : "l'application A de M dams lui-mSme ddfinie par les 
n 

formules z 

< , i  N , , ,~> N . 

~-1  
o ~ 

est un 616ment du groupe ~n;e • Sn "o Alors le triple ( o ~ .M i , ~o -~ J 

~o~) est un module d'assoeiativitd. 

Pour d6montrer que l e s  cinq syst~mes (X e , A~ , X;) sont  des modules d t a s s o c i a t i v i t 4 ,  

on applique cinq fois ce critbre, avec les correspondances suivantes = 



e = l  

R--2 

e=3  

~ = 4  

e=5 
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, , , , @4 

?2 q'2 % ~o ~2 o s 3 ~2 ~o ~o 

~1 ¢~; ~P6 ~ ~; o p ~)1 84 o ¢F~ s 4 o T6 e 

% % g'-' , o ~'7" ~0÷ e 

La forme pratique sous laquelle l'associativit6 de l'addition sera utilis6e dans 

un modAle d'associativit~. On note s 

la suite est la suivante t 

Corollaire. Soit (A , B , C) 

A + B = D  ; 

Soient a, bp c, d, e, f des ~l~ments d__%e 

B + C = E  ; A + B + C = F  . 

situ~s respectivement an-clessus de 

A p B , C , D , E , F. Consid6rons les relations suivantes : 

a + b = d  ; 

b + c = e  ; 

a+e=f ; 

d+c=f . 

Si trois de ces relations sont vdrifides, la quatri~me l'est aussi. 

D~monstration du corollaire. Les quatre cas possibles se rambnent aussite% A deux • 

ler cas. On suppose qu'on a : 

a+b=d ; b+c =e ; a+e=f . 

Alors , d + c = (a ÷ b) + c = a + (b + c) -- a + e = f. 
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2me cas. On suppose qu'on a : 

a+b=d ; a+e=f ; d+c =f. 

Pour montrer b + c = e, il suffit d'aprbs la propri~t~ (iii) du § 5 de montrer : 

a + (b + c) = a + e. Or on a bien : 

a + (b + c) = (a + b) +c =d +c = f = a + e. 



Chapitre V. Les sous-vari6t6s d__eepetite complexit6 

Ce chapltre est essentiellement consacr4 ~ construire le "d4marrage" d'une section 

du revStement ~, c'est.~_dire ~ construire une telle section pour les 614ments de 

petite complexit4. An passage on d6montrera deux r4sultats (I ° des lemmes 2 et 6) 

qu'on a utilis4s au chapitre III (§ 5, lemmes aet G) pour la d6monstration de la conjec- 

ture de Sch~nflies. Au § 2, on d4montrera un lemme du type "cancellation lemma" qui sera 

utilis6 au chapitreVl. 

x E D, 

§ 1. Etude de "~'1 / ~ 1" 

Les notations utilis6es sont celles du §1 du chapitre III. 

D6finition. Soit F E ~i/~I ; soit D la face horizontale de F ~ si pour tout 

la verticale ae x coupe F - D transversalement et enun seul point~ on dit 

que F est transversal aux verticales. 

On note ~ la partie de ~i/~i form6e des 414ments transversaux aux verticales. 

Lemme I. ~ est conZenu dans l'image d_~e ~I/~ I' et le revStement ~ admet une 

section continue ~ au-<lessus de ~ • 

D4monstration. Ii est commode d'utiliser, au lieu du module 

de la boule unit6 de R 3 d4finie par 

M I, la partie M~ 

z ~ I/2 ; (le choix d'un diff4omorphisme de M I 
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sur M~, par exemple 

fonctionnels relatifs 

face horizontale de M~. 

Soit P 6~ ; soit 

® IH I (cf. chapitre IV, § 7) permet d'identifier les espaces 

s/zx espaces analogues relatifs A M I). On note D I la 

D la face horizontale de F. Soit h un diff4omorphisme de 

! D I sur D, compatible avec l'orientation induite par M I sur D I et celle induite 

A 

par F sur D. Par lin6arit4 sur chaque verticale, h se prolonge enun diff6omorphis- 

A 

me f, conservant l'orientation, de M~ sur F. Puisque ~o(Diff D 2) = 0, 

bien d4fini ~ une isotopic pros ;donc f est bien d4fini ~ une isotopic pr~s. 

Lemme 2. 

1°) (~iI~I)~o,o) est contenu da~s l'image d_~e ~I/~ I' 

2 ° ) Le revStement ~ admet une section continue ~ au-dessus de 

telle que ~ e_~% t coincident sur ~ (~I/~I o,o)" 

~i/~ o 
D6monstration. Soit F £ ( I)(o,o ) ; tout plan horizontal coupaat 

pros de son sommet d6finit une d4composition de 

~. Ii en r6sulte que tout compact ~ de 

O 
(SI/~I)(o,o) en~ne partie ae ~, as fa~on que 

de la d4formation ; d'oh ~ la fois le I ° et le 2 ° . 

O 

C o r o l l a i r e .  (~o/~o),(O,O) 

admet une section continue 

D6monstration. Soit 

de F ! n6cessairement A 

h est 

O (+I/~+)(o,o), 

F assez 

F en deux 614ments dont l'un appartient 

O (~i/21)(o,o) peut ~tre d4form4 sur 

~A~ reste darts ~ au cours 

est contenu dans l'image de_ ~o/~ o' e_~t l~e rev@tement 

a~-~essus de (~oI~o)~o,o). 

~oi~ ° o F £ ( )(o,o) ; soit (A , B) une d6composition d'Alexander 

O 
et B sont darts (~I/~1)(o,o) ;donc d'apr~s le lemme 2 
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ci-dessus et le lemme ~ du chapitre IIl,§ 5, F est dams l'image de %/~o" En plus, 

deux telles d6compositions peuvent ~tre d4form6es continCunent l'une dams l'autre, de 

sorte que si l'on pose : 

q (F) = if(A) +~(B) , 

cette valeur est ind6pendamte du choix particulier de la ddcomposition. 

Le r6sultat suivant pr4cise le I ° du lemme 2 : 

@ 1 / ~  1 o Lemme 3. Soient F e_~% F' deux 616ments d_~e ( )(o,o) ! °-'9-n suppose que les 

faces horizontales D e_~t D' d_~e F e_~t P' d'une part, et leurs sommets s e_~t s' 

d'autre part, sont dans le mSme plan horizontal. I_~I exist_______~ealor_____~s un diff4omorphisme g 

d_~e R 3 tel que ! 

(a~° g laisse la cote invariante ; 

(b)o g(F) = F'. 

D4monstration. Supposons que la cote de s soit 0 et que celle de D soit I. 

oonstruire diff omorphisme de R 2 )®, 'I'  pport compact, On va v4rifiant 

(a) et (b) ; (un tel diff6omorphisme se prolonge sans difficult6 enun diff4omorphisme de 

B 3 v6rifiant (a) et, n6cessairement, (b)). La construction de g se fair en deux temps : 

ler temps. On suppose que s et s' sont confondus ~ l'origine 0 ; F coTncide 

R 2 alors au voisinage de 0 avec le graphe d'une fonctiou f : --~R, d6finie au voisi- 

nage  de 

(1) 

(2) 

0 w telle que : 

f(o) ~f ~(o) = o =~(o) = ~y 

La forme quadratique des d6riv6es secondes de f en 

Par une application classique de la formule de Taylor, 

0 est d6finie positive. 

f se met alors sous la forme : 
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f(~, y) = A(x, y)x 2 +~(x, y)xy + C(x , y)y2 

avec 

1 

(4) A(x, y) =Jo 

de sorte que, compte tenu de (2), 

peut donc, au voisinage de O, 

(5) f(x , y) = 

avec 

(6) 

~2f .  
~tx , ty)O -t)dt, etc. 
~x 

AC - B 2 et A sont positifs & l'origine ; on 

6crire (3) sous l a  forme , 

~2(x, y) + ~2(x, y) , 

I?(x , y) = A(~ , y)~ + B(x, y)y IA(~ , y.)[1/2 

1/2 
' A(x , y)  • 

y • 

Les 4quations (6) d6finissent un diff4omorphisme laissant fixe O, d'un voisinage de 0 

dans R 2 sur un autre tel voisinage ; soit h un diff4omorphisme de R2, ~ support 
o 

compact ,  co~nc idan t  avec (6) su r  un v o i s i n a g e  V de 0 ; posons  

%(x , y, ,) = (ho(x , y) , ,) 

go applique la partie du graphe de f situ6e au-dessus de V sur la partie du graphe 

2 y2 de la fonction x + situ6e au-dessus de go(V) ; puisque F et le graph~ de f 

coTnc iden t  au v o i s i n a g e  de O, e t  ne r e n c o n t r e n t  l e  p l a n  {z = O} q u ' a u  p o i n t  O, i l  

2 2 
existe 6 > 0 tel que %(F) et le graphe de la fonction x + y coTncident pour 

' ; soit z ~ 6. De mSme ~ F' correspondent f' , 6' et un diff4omorphisme go 

inf(6 , 6'), la restriction de go -1 = O go ~ Iz 4 E} conserve la cote, et applique 

2me temps. Le choix d'un diff6omorphisme de S I sur F N [z ~< g/2Jl permet (~ l'aide 
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des liKnes de gradient de la fonction z sur F) de d6finir un diff4omorphisme k de 

S 1 x [e/2 , I] sur , N ~e/2 ~ z ~ I~, conservant la cote. Soit ~ le groupe des 

diff6omorphismes de R 2 ~ support dams tun disque assez grand ; l'application canonique : 

Z , PI(S 1 , R 2) est localement diffdrentiablement triviale (cfo [2], II, 2.4.4) ; or 

k s'identifie ~ un chemin diffdrentiable darts PI(S 1 ~ R 2) ;donc k peut se prolonger en 

de R 2 , 1], s ppo t compact, oonse =t la cote. De 

-I 
glt ; g1' o gl conserve la cote st applique F N {£/2 4 z 4 13 

F' ; il n'est pas difficile de modifier ce diff4omorphisme 

un diff6omorphisme gl 

m~me ~ F' on associe 

sur la partie correspondamte de 

de fa~on qu'il se recolle avec g o go le long de {z = e/2}. 

O C o r o l l a i r e .  So i t  F E ( ~ 1 / ~ 1 ) ( o , o  ) ; on note D 

0 
On note ~ le sous-espace de (~I/~i)(o,o) form4 des 416ments 

horizontale est confondue avec D, et dont la seconde face 

F - D l_~e long d__~e aD, e_~% situ4e du m~me c8t4 de D. 

416ments de ~ ; so±t V un voisinage arbitraire de 

continu : t , F t, joi~nant F' ~ F" darts ~, 

t E [0, lj. 

la fagon horizontale de F. 

F' dont la face 

F' - D est tangente 

Soient F' e% F" deux 

A 

F' U F". Ii existe un chemin 

tel que Ft C V pour tout 

D4monstration. On peut 4videmment se borner au cas oh F" = F. Soit g 

A 

morphisme "horizontal" de F sur F', donn6 par le lemme 3 ; en modifiant 

isotopie horizontale de R 3 

un diff6o- 

g par une 

(dont le support peut 8ire choisi dsms un voisinage arbitrai- 

rement petit de D) on se ram~ne au cas oh il existe un voisinage W de D sur lequel 

g se r6duit ~ l'identit4. II existe, dans la pattie de • form4e des 416ments contenus 
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dans F, un chemin a d'origine F, d'extr6mit4 F I contenue dans W ; (d'apr&s le 

lemme 3, il suffit de montrer ceci dans le cas oh F =M4, cas tr~s simple oh l'on est 

ramen4 ~ une propri4t6 des fonctions r4elles d'une variable). Le transmu4 ~ de ~ par 

g est un chemin d'origine F' et d'extr6mit6 F I dans la partie de ~ form4e des 

A 
614ments contenus dans F' ; il suffit donc de composer a avec l'oppos6 de @. 

§ 2. Application~l_~asuppression des singularit6s primitives. 

D6finition. Soit F une sous-vari6t4 diff4rentiable de dimension 2 de R 3 

(4ventuellement avec bord) ; un couple (c , s) de singularit6s de Morse de la fonction 

cote sur F est dit primitif si c est un col et s un sommet, et si les conditions 

suivantes sont remplies : 

I ° ) Si P d6signe le plan horizontal de c, P n F contient une "boucle" L de 

sommet s (c'est ~ dire une courbe ferm6e sans point double~ diff6rentiable saul en s, 

un disque topologique DF, sur 

oh elle pr6sente un point anguleux). 

2 ° ) L est contenu dans Y - ~F, et borde sur F 

lequel la cote n'a pas d'autre singularit4 que c et s. 

3 ° ) Si Dp d4signe l'enveloppe de L dams son plan, on a Dp G F = L. 

RemarquesQ 

1 °) D'apr~s la  condition 30, 

2 ° ) Dp U D F est hom4omorphe 

3 ° ) II existe des 616ments de 

Dp a en s un angle saillant. 

S 2, donc son enveloppe Dp U D F est hom6omorphe 

( ~o/~o )° non triviaux (c'est ~ dire ayant au moins 

D 3 . 

un col) sur lesquels il n'y a aucun couple primitif ; ce fair ne peut se produire que pour 
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des 614ments ayant au moins trois cols. 

Lemme 4. Soient F , c , s , L , D F e_~% Dp comme ci-dessus. Soit V un 

voisina~e suffisamment petit d_~e DpU D F ; il existe dans l'espace des sous-vari4t4s 

d__ee R 3 ~iff6omorphes ~ F un chemin t , ~ F t , d'origine F, %yant les propri4t4s 

suivantes z 

I ° ) F t n(a 3 - v )  ~_~d~pe~apasd~ t 

2 ° ) II existe t I E 10 , 1[ tel Que F t N v air (pour la fonction cote) deux 

sin~ularit4s pour t ( t I , routes deux du t~e de Morse ; une seule sinKularit6 , du 

2 3 
type x + y , pour t = t I ; et aucune singularit4 pour t > t I. 

3 ° ) Pour t E [0 N I[, la cote du col de F t N ~ reste arbitrairement voisine de 

celle de c. 

D 4 m o n s t r a t i o n .  S o i e n t  F e t  F '  deux s u r f a c e s  p r 6 s e n t a n t  chacune  un c o u p l e  p r i m i t i f  ; 

an suppose  que c e t  c '  s o n t  confondus  en 0 ; on p e u t  m~me, d ' a p r ~ s  l a  remarque  1 ° 

c i - d e s s u s ~  se  r amene r  p a r  un d i f f 4 o m o r p h i s m e  h o r i z o n t a l  de R 3 au c a s  oh  l e s  b o u c l e s  L 

e t  L t s o n t  c o n f o n d u e s  ; e n f i n  on se  ram&ne p a r  une  a f f i n i t 4  an c a s  oh s e t  s '  o n t  

l a  m~me c o t e .  J e  d i s  q u e ,  dans  c e s  c o n d i t i o n s ,  i l  e x i s t e  u n d i f f 4 o m o r p h i s m e  h o r i z o n t a l  

d__ee R39 laissant fixe L, qui applique un voisina~e d__ee D F dans F sur un voisinage 

de DF, dans  

En e f f e t ,  

F'. 

F coTncide au voisinage de 0 avec le graphe d'une fonction fj qu'on 

peut mettre sous la forme (3) ci-dessus ~ cette fois AC - B 2 est n6gatif ~ l'origine, 

et, pour un choix convenable des axes, il en est de m~me de A ; de sorte que~ q et 

~tant toujours aonn6s par les formules (6), on peut ~crire (3) au voisinage de 0 
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sous la forme : 

(5') 2(x,y). 

Ii existe donc un diffgomorphisme horizontal de R 3 qui, au voisinage de 0, 

2 y2. 
F sur le graphe de la fonction -x + Le mSme raisonnement s'applique 

existe donc un diff6omorphisme horizontal g de R3~ 

L, quip au voisinage de O, applique P sur F' ; 

phisme horizontal convenable de R 3, 

fixe L et applique un voisinage de L dans P sur un voisinage de L 

suffit alors d'appliquer le len~ne 2 pour 6tablir l'assertion ci-dessus. 

Ce qui pr6c~de montre qu'on peut se borner ~ d6montrer le lemme pour une surface 

y3 2 2 particuli~re. On choisit pour F le graphe de la fonction f(x , y) = + y - x , 

applique 

F' ; il 

qu'on peut choisir laissant fixe 

en composant g avec un diff4omor- 

on obtient un diff4omorphisme horizontal qui laisse 

daus F' ; il 

Soit k 

Soit, pour 

1 

une fonction analogue & h, mais relative & 

k(y) h(y) pour y [I , < 

b >  0 e t  a < b ,  

d4pendan t  d i f f 6 r e n t i a b l e m e n t  de 

et 

La d4formation cherch6e peut alors 8tre 

suffisamment petit, soit h une fonction 

y E I-1- ~' E[, nul ailleurs ; 

2e, et telle que : 

X a , b  une f a m i l l e  de f o n c t i o n s  d i f f g r e n t i a b l e s  

(a  , b ) ,  t e l l e s  que : 

R --t. R, 

pour  V un v o i s i n a g e  a r b i t r a i r e  de DpU D F.  

d 6 f i n i e  e x p l i c i t e m e n t  coMne s u i t .  S o i t  e > O, 

R - - ~ R  t e l l e  que : y3  + y2 _ h ( y )  s o i t  n 6 g a t i f  pour  

h ' ( y )  > 0 pour  t o u t  y ; 

1 
h"(- 5) =0 ; h"(y) ~ 0 pour 
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On pose 

2 
Xa,b(X) = x 

Xa,b(O) = a 

X ,b(o) : o 

X" (o~ ~ o a~b J 

2 
d~s que x ~ b ou a = 0 ; 

pour tout (a , b) 

i X~,b(X)  ~ O pour x ~ O ; 

f t ( x  y)  y3 + y2 + 
, = Xt(y3÷y2_h(y)),y3÷y2_l~(y) ( x ) - -  . 

On p e u t  p r e n d r e  pour  Pt  l e  graphe de f t "  En e f f e t ,  l e  1 ° e s t  v ~ r i f i ~  d~s que E 

e s t  a s s e z  p e t i t  ; l e  2 ° r 6 s u l t e  du f a i r  que l e s  p o i n t s  s i n g u l i e r s  de l a  f o n c t i o n  co t e  su r  

F t N  V son t  l e s  p o i n t s  ~ t a n g e n t e  h o r i z o n t a l e  du graphe de l a  f o n c t i o n  th(y) + (1-t)(y3,y2); 

un c a l c u l  de d~r iv~e  imm~diat montre que l a  co t e  de ces  p o i n t s  e s t  f o n c t i o n  d ~ c r o i s s a n t e  

de t ; d o n c  en p a r t i c u l i e r  l a  co te  du co l  r e s t e  comprise  e n t r e  _(E3 + £2) e t  0 ; 

d'oh le 3 ° .  

0 
§ 3. Etude de ( ~'o/~o)(1,o). 

0 
Sol% F E ( $ o / ~ o ) ( 1 , 0 )  ; s o i t  c l e  c o l  de F ; s o i t  P le  p l a n  h o r i z o n t a t  de c ; 

P N F e s t  tme courbe d i f f g r e n t i a b l e  connexe avoc tm p o i n t  de s e l f - i n t e r s e c t i o n  t r ~ s v e r -  

sale. La classification de ces courbes (relativement aux diff~omorphismes du plan) est 

imm~diate, il y a deux types possibles : 

tyl~e I t ype  I I  
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/~o o Si F'  es t  un 616ment de ( go ) ( 1 ,o )  v o i s i n  de F, P ~ F' est  une courbe v o i s i n e  

de P 0 F. EOn peut en effet se ramener au cas o~ c et c' sont confondus en 0 ; 

l'intersection de F et F' avec P ~tant transversale sauf en 0, il suffit d'6tudier 

le voisinage de ce point ; or il r~sulte des formules (4) et (6) ci-dessus qu'on peut 

mettre F sous forme canonique au voisinage de 0 par un diff~omorphisme local conservant 

la cote~ et d~pendant contin~ment de F. I De ceci r6sulte en particulier que si F et F' 

sont darts la m~me composante connexe de (~o/~o)~i,o), P' N F' est du m~me type que 

P N F. D'autre part on montre sans difficult6 (en proc~dant comme darts la d~monstration 

du le~e 4) que si P O~ et P' N F' sont du m~me type, et si les demi-normales ~ F 

(rssp. F') en c (resp. c'), sortantes relativement ~ F (resp. F t) sont dirig~es 

da~s le m~me sens, P et F ~ sont darts la re@me composante connsxe de (~o/~o);i,0) ; 

cet espace a donc quatre compossmtes connexes ! par sym~trie, on se ram~ne ~ ~tudier les 

deux composantes d~finies comme suit : 

- type a : PN F est du type I, et la demi-normale sortante en c 

- type p : P N F est du type II, et la demi-normale sortante en c 

type type I~ 

est dirig~es vers le haut ; 

est dirig~e vers 
le bas. 
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Lemme 5. Sol% 

quten  aucun poin% d..Ee 

/~o o Le sou s-es~ce de ( ~ )(I,o) fo=4 des 614men%s P 

P n F l_.ee plan %angenZ _~ P n e sol% ver%£ca!o Tou% compac% 

O O 
( ~ o 1 ~ o ) ( 1 , o )  Peu% +%r,e d4form6 s u r  ( ~ o / ~ o ) ( 1 , o )  

d a n s  
N~ r e s % e - - - ~  an cour s  de l a  d6forma%ion. 

D4mons%ra%iono On se rambne imm4dia%emen% ~ ne considdrer que les 414men%s don% le col 

%els 

!ee 

en une par%ie de ,% , d..Ee fa~on que 

c es% en 0+ Pour E > 0~ on no%e D l e  2 -d i sque  hor izon%al  de cen%re 0p de rayon  £. 
£ 

Pour %ou% F E ~ e% %ou% u £ P N  P (dis%inc% de 0 ) ,  on c h o i s i %  dans l e  p l a n  normal  en 

u ~ P n Fp le  r e p b r e  cons%i%u4 de l a  demi-normale  hor izon%ale  9 en u ~ P n F ( o r i e n -  

%6 v e r s  l ' i n % 4 r i e u r  de F s i  F es% du %ype u,  v e r s  l ' e x % 6 r i e u r  s i  Y es% du %ype ~ )  

e% de l a  ve r%ica l e  ascendan%e. On no%e a (u )  l l a n g l e  (compris  en%re 0 e% 7 )  de 

e% de l a  l i g n e  de pen%e (orien%6e v e r s  l e  hau%) du p l a n  %angen% en u ~ F.  

Soi% e > 0p a s sez  pe%i% pour quep pour %ou% P £ ~ , i l  n t y  ai% aucunpo in% de 

De N F oh le  p l an  %angen% ~ F soi% v e r % i c a l .  Soi% ~ > O, a s sez  pe%i% pour quep pour  

%ou% P E ~ Y n (P - D£/2) adme%%e dans P u n v o i s i n a g e  %ubulai re  de r ayon  ~p qulon  

no%e TF, ~. Soi% 6 %el que 

0 <6/~< inf 
PE~& ; i =I, 2 ; 

n 
%g i ° 

Soien% z p une fonc%ion d i f f 4 r e n % i a b l e  : 

+gale  ~ I en dehors  de D 
E ; 

une fonc%ion d i f f 6 r e n % i a b l e  

en dehors  de [ - 5 ,  +5] ; 

P- - ,  [o , , ] ,  

P..-, .  [o ,  I ] ,  ,+gale ++ + 

n u l l e  a u v o i s i n a g e  de D£/2,  

a u v o i s i n a g e  de O, n u l l e  
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~ a , b  (pour  a e t  b E [ - ~ ,  + ~ )  un diff4omorphisme de R, d4pendant diff4rentia- 

blement du couple (a , b), se r6duisant ~ l'identit6 en dehors de [-~, +~, tel que 

~ a , b ( a )  = b . 

A tout I ~ E ~ on associe l'isotopie horizontale ~ de R 3 d4finie comme suit : 

laisse fixe le compl4mentaire de TF,~ x [-6 , 46] ; et pour u E F ~(P - D /2) , 

Ivl ~ ~ e t  Izl ( 6,  1 ' image pax ~ t  du p o in t  de coordonn6es (v , z) du p lan  normal 

en u ~ P N F e s t  l e  p o i n t  de ce p lan  dont  l e s  coordonn6es sont  t 

(v + tp(u) W(z)(~a,b(V ) - v) , z) 

avec I 

La d6formation d4finie par I 

Lemme 6. 

o 
1 °)  ( o/~o)(I,o~/ est contenu da~s l'image de 

a = zltg a(u) ; b = zltg ~(u) -[- . 

(~ , t) ~t(F) ales propri6t4s voulues. 

~o/s o" 

/ 4  0 o 2 ° )  L~ r e ~ t e ~ e n t  ~, ~ e t  une section oontin~e au-aessus de ( ~o ) (1 ,o )"  

D6monstration. On s'occupe successivement des 414ments du type a et du type ~ ; 

dans chaque cas il suffit, d'apr~s le lemme 5, de consid6rer les 614ments qui appartiennent 

au sous -espace  ~ . 

Type ~. Soit F E~ , 

voisins du plan horizontal 

deux cercles C I et C 2 ; 

Pour 

de type  ~. On cons id~re  deux p lans  h o r i z o n t a u x  P e t  P , + 

P du co l  ; L '  s i t u 6  au-dessus  du c o l ,  coupe F su iv an t  

P_, situ6 au-dessous du col, coupe P suivant un cercle C 3. 

A 

i = 1, 2, 3, C. horde un disque horizontal D. ; D. est contenu dsms F, et 
1 1 1 
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t 
coupe p a r  c o n s 6 q u e n t  F en deux p a r t i e s  ; on n o t e  A. e e l l e  qu i  ne c o n t i e n t  pas  l e  c o l  ; 

1 

' A2 ' 5 s o n t  d i s j o i n t s  ; ce s o n t  d ' a p r ~ s  l e  1 ° du lemme 2 des  414ments de ~ 1 / ~ 1  ; 

on note : 

o 
F- ~ A. =B I 

i=I , 2 , 3  

Puisque F E ~ , il existe, dbs que P+ est assez voisin de P, un 614ment A~ (i = 1,2) 

de ~ [cf. § I ; on identifie ici ~ ~ son image daus ~I/~i ] dont la face horizontale 

s o i t  D i ,  e t  don t  l a  seconde  f a c e  s o i t  s i t u 6 e  a u - d e s s u s  de D. e t  se  r a c c o r d e  ~ F l e  
1 

long de C..x Si P_ est assez voisin de P, B U A~ U A~ est un 416ment de ~ ; done 

donc 6galement Y, qui lui est diff6omorphe. B U A~ U A~ U ~ est un 614ment de ~o/~o' 

Les valeurs de ~(AI) , ~(A2) , ~(A3) 6tant donn4es par le leone 2, et celles de 

' U A~) par le lemme I, on pose successivement : Z(A~) , ~(A~) , z(B v A I 

(B U A~ U A~ O A3) = ~(B U A~ U A~) + ~(A3) 

= C (B u A 33 + OCA+)) 

Ii r6sulte de l'associativit4 de l'addition dans ~ (cf. chapitre IV, § 7, proposition 2) 

que l'on obtiendrait le m~me r6sultat en permutant le rSle des indices Iet 2. II r6sulte 

de la continuit6 de l'addition dans ~ que la valeur de ~(F) ainsi obtenue est ind6pen- 

dante du choix particulier de A~ et A~, car on peut par exemple passer continCnment de 

A~' A tout 616ment analogue A I~'. Egalement par raison de continuit6, la valeur de ~(F) 

ne d6pend pas du choix particulier des plans P et P_. Enfin il est imm4diat que la 

s e c t i o n  a i n s i  d 4 f i n i e  e s t  c o n t i n u e .  
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Type ~. Soit P £ ~ , de type ~. on consid~re cette fois trois plans horizontaux 

P+, P++ e t  P_, voisins du plan P, l ' o r d r e  par cotes croissantes 6rant : P_, P , P+ , 

P++. Le p lan  P+ ( resp .  P++) coupe F su ivan t  deux c e r c l e s  C 1 e t  C 2 ( resp .  C 3 

e t  C4) ; P_ coupe P su ivan t  un c e r c l e  C 5. Pour i = 1, . . . ,  5 , Ci borde un disque 

horizontal Di ; on choisit les notations de fa~on que D I c D 2 et D 3 c D 4. Le disque 

D I est ext6rieur A F, et d4finit avec l'une des parties en lesquelles C I coupe P, 

A 

un 616ment de ~I/~I qu'on note A I . Le disque D 5 coupe F en deux parties, on note 

c e l l e  qui  ne c o n t i e n t  pas l e  c o l .  Si P+ e t  P sont  assez  v o i s i n s  de P, on peut  

d4finir des 614ments A~ e t  A~ de ~ (analogues aux 414ments A~ e t  Ai d 6 f i n i s  pr4-  

c4demment) ; en plus, on choisit A; de fagon qu'il soit enti~rement en-dessous de P++. 

A 

Le disque D 4 coupe (P U At) - A4 en deux parties ; on note A 4 celle qui ne contient 

pas le  c o l .  0 n n o t e  : 

(~' u A,,) - (A 4 u A s) = B .  

Si P++ a 6t4 choisi assez voisin de P, (B - A~) U A~ est un 416ment de ~ ; donc 

( B -  A~) U A~ UA 4 est un 416ment de ~O/@~o ; done 4galement F, qui lui est 

diff4omorphe. 

On pose successivement : 

~((B A~) u ~ u A 4) - ~((B A~) U ~ )  ÷ ~(A 4) 

~(B U A 4) = (~((B - A~) U A~ U A 4) + ~(A;)) - ~(A~)) 
A 

G(P) = (~(B U A4) -G(AI) ) +Gr(As) . 
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Propri6t4s de la section construite au lemme 6. 

I °) La construction faite -ci-dessus (dans le cas du type ~) s'applique aussi an cas 

oh deux sommets de F 

ger contim~ment ~ la partie d_~e ( ~o/~o )I 

des trois sommets sont au m~me niveau. 

2 ° ) La section ~, d4finie sur 

o 
s u r  

( @o/~o )1 %yaut 0 

sont  au m~me n iveau .  I1 en r 6 s u l t e  que l a  s e c t i o n  ~ ~ s e p r o l o n -  

form6e des 414ments ayantuncol, e_~%dont deux 

O 
( ~ o / ~ o ) ( o , o )  par  le  c o r o l l a i r e  du lemme 2, e_t.% 

par le lemme 6, peut s e~rolon~er par continuit6 aux points d__ee 

col et un point critique non de Morse. 

Ceci se d6montre ~ l'aide du lemme suivant qui est une cons4quence imm6diate de la 

proposition 7 du chapitre II : 

Lemme 7. Soient  a un ouver t  de ( ~ o I ~ o  )° e_~t e un ouver% de ( ~ o / ~  0 )I %els 

_ _  ~o / • Soit a une section p~tiel!e que ~ U 8 soit unvoisinage d_~e ~ dans ~o 

continue de ~, donn4e au-dessus de ~. Soit F E ~ ; s'il existe unvoisina~e ? 

d__ee P deals 4~U ~ tel que G puisse s._eeprolonger e_.nnune section continue au-dessus 

d__~e ~LU ? , on dit simplement q ue ~ est continue en F. 

I °) S_~i ¢ est continue en tout point F E ~ , ~ peut ~tre prolong4e par continuit6 

a . u 8  . 

2 ° ) S'il existe un chemin a dans 6[U 6 traversant ~ e_n_n F pour t = I/2, tel 

que ~ o ~ puisse 8tre prolong6 e__nnune fonction continue au voisinage d__ee t = I/2, alors 

est continue en F. 

3 °) S_~ G est continue enun ppint F' situ4 darts la composante connexe de P darts 

, a!ors ~ est continue en F. 
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Le lemme 7 s'applique ici comme suit. Soit F un 614ment de ( 5o/Mo)I ayant 

0 col, et un point critique non de Morse, qu'on note e. On suppose par exemple que 

A 

l e  n o r m a l e  ~ F en e ,  s o r t a n t e  p a r  r a p p o r t  A F ,  e s t  d i r i g 6 e  v e r s  l e  h a u t ,  e t  que (~ un  

d i f f 4 o m o r p h i s m e  h o r i z o n t a l  p r o s )  F coTnc ide  au v o i s i n a g e  de e avec  l e  g r a p h e  de l a  

2 y3 / 
f o n c t i o n  z = - x  + ; l e s  p o i n t s  de ( ~ o  )°  a s s e z  v o i s i n s  de P s o n t  a l o r s  du 

type u. Soit P le plan horizontal de e ; on peut d4former F, par une isotopie horizon- 

tale l a i s s a n t  f i x e  un v o i s i n a g e  de e ,  en un 416ment F '  de ( ~ o / ~ o ) 1  t e l  q u ' e n  aucun  

point de P ~ F' le plan tangent ~ F' ne soit vertical. D'apr~s le 3 ° du lemme 7, il 

suffit de v6rifier au point F' la condition du 2 ° de ce lemme. Soient P et P + 

deux plans horizontaux situ6s, le premier au-dessus, le second au-dessous de P ; on note 

/k A 
P+N F' = D I ; P_ A F' = D 2 ; on note respectivement A I p B et A 2 les adh6rences 

A 
des parties de F' situ6es au-dessus de P+, entre P+ et P_, en-dessous de P_. 

Si P+ est assez voisin de P, il existe un 414ment A~ de ~ , situ4 au-dessus de 

DI, se raccordant avec F' le long de aD I . Soit V tun voisinage de e situ4 entre 

P+ et P ; soit t, • Fi un chemin traversant ( ~o/~o )I - en F' pour t = 1_2,/ 

A 
tel que F~ N (R 3 - V) soit ind6pendant de t ; F~ est de l a  forme : 

A 
F~ = A I U B t U A 2 avec BI/2 = B ; 

p o s o n s  : 

A 
F; = u a t u A 2 

Le chemin t. ~ 'F; traverse (~o/~o)I pour t = I/2. Si l'on a choisi P_ assez 

' U Bt est un 414ment de ~ pour voisin de P, A4 UB est un 616ment de ~ , donc A I 
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o 
t assez voisin de I /2 .  Done, par construction de la section G sur ( o / ~ o ) ( o , o )  

o 
et sur (~o/~o)(I,o), on a, pour tout t assez voisin de I/2, e% diff4rent de 1/2 : 

La fonction t , , ~ (F~) peut donc se prolonger en une fonction continue sur tout un 

voisinage de la valeur I/2. Ii en est donc de m@me, d'apr~s la continuit4 de l'addition 

dams ~ de la fonction t , i Y(I~). 

Finalement, les r6sultats des paragTaphes Iet 3 du pr6sent chapitre peuvent se 

I ° r6sumer comme suit : grace an des lemmes 2 et 6~ la conjecture de Sch~nflies est complb- 

tement 4tablie pour toutes les vari4t4s dont l'arrondie est diff4omorphe ~ D 3 (cf. chapitre 

IV, § 5, corollaire I de la proposition I) ; comme d'autre part le lemme 4 du chapitre I, 

§3 s'6tend sans d i f f i cu l t6  ~ ces vari4t4s, !'espace ~k/~k e_~% l'espace ~k/~k 

relatifs at* modble ~ (cf. chapitre III~ § I ) sont c anoniquement hom4omorphes pour 

k = O~ I~ °.,, ~. Les r6sultats concernant l'existence de sections partielles pour le 

revStemen% ~ peuvent donc s'exprimer indiff6remment en termes de l'espace ~/~ ou de 

1'esmce (somme topologique aes es ces pour k = 0, I, ..., 5) ; 

route la suite, on conservera le point de vue ~/~ ; ce qu'on a 6tabli jusqu'A pr4sent 

darts cette voie est rassembl6 dans la proposition suivante : 

Proposition I • Le revStement ~ , ~/~ admet a u - d e s s u s  de 

o 
(~[i/~i)(o,o) U (~o/~o)~o,o) U(~o/Xo)~1,o) une section ~ continue , additive, 

c'est.~-dire telle que, pour tout F E (~o/~o)~o,o) e__tt pour tout e d6composition 

o 
d'A~exander de F e_~n deux 414ments A e_~t B d~ (~i/~(~1)(o,o~,/ on ait , 
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~(F)  = ~(A)  + =(~) 

et v4rifis/it les conditions suivantes : 

(*) ~ es~ co.tin.e ~x point~ a__, ( o/~o ) 

sommets sont situ4s dans le mSme plan horizontal. 

(**) ~ es% cont inue anx po in t s  de ( ~ o / Z o  )1 

non de Morse. 

%yant 

a.yan% 

1 col ,  e t dont deux 

0 col  e t u n p o i n t  c r i t i q u e  



Chapitre Vl. Construction d'une section additive 

pour le rev@tement R. 

§ I. Notion de bon arrondi et notion de complexit6 pour les modules ~ deux ar@tes. 

Soit F E (~k/~k)° (k = I, 2) ; la d4finition d'une d6composition d'Alexander 

de F est analogue ~ celle donn4e an § 3 du chapitre III pour k = O, mais il faut 

ici imposer une condition suppl4mentaire au cercle minimal C : son plan dolt 8tre 

distinct de celui qui contient la face horizontale de F. L'41~ment de ~k/~k 

(k = 3 , 4 ou 5) obtenu A l'aide d'une telle d4composition v6rifie les conditions suivan- 

tes : ses deux faces non adjacentes sont situ6es dans des plans horizontaux distincts et 

non tangents A la 3e face, et cette 3e face est de Morse pour la cote ; on d4finit 

(~k/~k)° (k = 3, 4, 5) comme 4tant la partie de ~k/~k form6e des 414ments qui 

v6rifient ces conditions. On note (~/~)o l'espace somme topologique des espaces 

( k/ZQ ° pour k = 0 , I ,..., 5. 

Soit F E ~o/~o, et soit (F p D' ~ D") une double d4composition de P ; d'apr~s 

les propositions Iet 2 du chapitre IV, cette double d4composition d6finit (~ l'ordre pros) 

un module a'associativit6 ; Ace module sont associ~s (comme dans le corollaire de la 

proposition 2 du chapitre IV) 6 614ments de ~/~ ; l'un de ces 414ments est F ; 4 

correspondent ~ des modules ayant une ar~te (ce sont les 414ments associ6s aux d6com- 

positions simples (F , D') et (F , D")) ; le 6e 616ment a deux ar@tes. Supposons 
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mein%enan% I~ E ( ~o/~ ° )° ; on a alors la notion de double d4composition d'Alexander de 

F | crest une  double d6composition (F , D' , D") telle que (F , D') e% (F , D") 

soien% des d4composi%ions d'Alexander, e% que les plans de D' et D" soient distinc%s ; 

les 6 416men%s de ~/~ associ4s A (F , D' , D") appar%iennent alors ~ ( ~/~ )o 

o 
Sol% F E (k/~k) (k = 3, 4, 5) ; soien% D' et D" les faces horizontales 

de F p C' et C" leur bord respectif ; on dit qu'un 414men% F' de (~i/~I)~o~o) 

arrondi% bien 1 ~ le long de C' si les faces horizon%ales de F et F' se raccor- 

den% le long de C' de faQon que F -+ ;' existe, et si F' ne rencontre nile plan 

de D"~ ni aucun plan horizontal tangent ~ F. Soit de m~me F" arrondissan% bien F 

le long de C"~ on suppose en plus qu'il n'existe aucun plan horizontal rencontrant 

la fois F' et F" ; on di% alors que l'416ment Fo de ( ~o/~o ) d4fini par : 

^ ^ +~,,, + F  ,~, F - - P -  - 
o 

Ii est imm6diat que la complexit6 de P 
o 

est un bon arrondi de F. 

dn choix particulier de F' e% I~, ; par d4finition, c'est la complexit6 de 

es% ind4pendante 

Propri6t4s imm6diates. 

o I °)soit 

bon a r r o n d i  P de F ; a l o r s  
o 

d 4 f i n i % i o n  2)  pour  chacun  des  a r r o n d i s  p a r t i e l s  de 

e% I~'. 

2 °) S o i t  F ~ (~k/~k) ° 

d4composi%ion d'Alexander de 

Fo 

(k = 3 , 4 , 5) ; soient F' e% F" d6finissant un 

F est un bon arrondi (au sens de chapitre III,§ 39 
o 

F respectivement d4finis par F' 

(k = 1 ,  2) ; soien% A e% B l e s  416ments d ' u n e  

F ; l a  c o m p l e x i t 6  de A e t  c e l l e  de B s o n t  au p l u s  6 g a l e s  

celle de F. 
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3 ° ) Soit F 6 (~o/~o)° ; soit 

de F. 

ao Les 5 ElEments de (~/~)o 

complexitE au plus Egale ~ celle de 

(F , D' , D") 

dEfinis (outre F) 

F; 

1~le double d4composition d'Alexauder 

par cette decomposition sont de 

b. Si l'une au moins des decompositions (F , D') et (F , D") est simplifiante, 

l'EiEment ~ deux armies dEfini par (F ~ D' ~ D") est de complexit6 strictement plus 

petite que cello de ~. (Donc, si chactune des decompositions (F , D') , (F , D") est 

simplifiante, lee 5 614ments dEfinis par (F j D' p D") sont de complexitE strictement 

plus petite que cello de F.) 

§ 2. Construction d'une section additive au-dessus de (~/~)o. 

DEfinition. Soit ~ une partie quelconque de ( ~/~ )o ; on dit qu'une section 

du revStement ~ : ~/~ , dEfinie au-dessus de ~ , est additive si pour tout F E 

et pour route decomposition d'Alexander de F dont les El6ments A et B appsmtiennent 

$, on a z 

avec le signe 

Proposition I. Soit 

o 
au-dessus de (~I/~1)(o,o) 

(*) d_~el_~apropositiqn I du chapitre V. 

¢(F) = ~(A) -+ ~(B) 

+ ou le signe - suivant que la decomposition est additive ou soustractive. 

une section continue et additive du rev~tement ~, dEfinie 

° 
U (~o/~o) o,o) U (~o/No)(I,O) , e_~% vErifiant la condition 

La section ff pout s._eeprolonger d'une mani~re unique en une section 

et additive au-dessus de ( ~/~ )o. 

continue 
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Remarque. Seule l'existence d'un tel prolongement sera utilis6e dans la suite. 

La d6monstration de la proposition I repose sur deux lemmes de r4currence. 

Premier lerrmle de r4currence. Soit (i , j) uncouple d'entiers tel que 

(i , j) ~ (2 , 0). Soit ~ une section additive de 

peut s_~eprolonger d'une mani~re uniflue en une section 

d6finie au-dessus de ( ~/~ )o< (i,j) 

additive au-dessus de 

o / o 
( ) < (i,j) v ( Si en plus ~ e st continue, ~ est continue. 

D6monstration du premier lemme de r6currence.  On peut supposer ( ~ o / ~ o  i , j )  non 

o 
vide (sans quoi le lemme est trivial). Soit 1 ~ E (~o/~o)(i,j) ; puisque (i , j) >/ (2 , 0), 

il existe d'apr~s le lemme 2 du chapitre III, § 4 une d6composition d'Alexander simpli- 

fiante (P , D) de F ; soient A et B les 614ments d'une telle d6composition ; 

a(A) et ~ (B) sont d6finis ; n6cessairement ~(F) doit v6rifier , 

(1) ~(F) = ~(A) t ~(B) 

avee le signe + ou - suivant que la d6compositien est additive ou soustractive ; ceci 

m 

montre l'unicit6 de ¢. 

Onv~montrer que la valeur de ~(F) d6finie par (I) est ind4pendante de l a  d6compo- 

sition choisie. Soit (F , D') une autre d4composition d'Alexander simplifiante de F, 

soient A' et B' ses 614ments ; on peut supposer (en introduisant 8/i besoinune 3e 

d6composition) que les plans de D et D' sont distincts ; (F , D , D') est alors une 

double d4composition d'Alexander an sens du § I. Les 616ments de ( ~/~)o associ6s 

cette double d4composition sont F , A , B , A' , B' , et un 6e 616ment qu'on note H. 

D'apr~s la propri6t4 3°b du § I, la complexi%4 de H est strictement plus petite que celle 

de ~, donc ~(H) est d4fini. Entre les 414ments ~(F) (d4fini par (I)), G(A), G(B), 
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f f (A ' ) ,  G(B ' )  e% G(H), t r o i s  des q u a t r e  r e l a t i o n s  d ' a d d i t i v i % 6  p o s s i b l e s  son t  

v 4 r i f i 4 e s  : l ' u n e  d ' a p r ~ s  (1 ) ,  deux a u t r e s  d ' a p r ~ s  l ' a d d i t i v i % 6  de ¢ ; i l  r 4 s u l t e  donc 

du c o r o l l a i r e  de l a  p r o p o s i t i o n  2 du c h a p i t r e  IV que l a  4e r e l a t i o n  d ' a d d i t i v i % 4  e s t  

a u s s i  v 6 r i f i 6 e p  ce q u ' i l  f a l l a i%  d6montrer .  

A d d i t i v i t 4  de ~ : e11e e s t  v 6 r i f i 4 e  par  c o n s t r u c t i o n .  

Continui%6 de ~ lo r sque  ~ e s t  con t inue  : soi% F un 614men% de 

voisin de D p A ~ B P ; soien% 

D et de P contient un disque 

der simplifiante de ~, dont les 414ments 

et B ;donc d'apr~s la continuit6 de • p 

de ~(A) 

~(~). 

%1~0 assez  

con~e ci-<lessus ; 1 ' i n t e r s e c t i o n  du p lan  h o r i z o n t a l  de 

voisin de D ; (~ , D) es% une d6composition d'Alexan- 

et B sont respectivement voisins de A 

if(A) et G(B) sont respectivement voisins 

a(P) est voisin de et G(B) ; donc d'apr~s la continuit6 de l'addition, 

Second lemme de r6currence. Sol% (i , j) 

G une section additive e% continue de 3, 

o 
V (~o/~o)(i,j~,/ et v6rifiant (lorsque i 

I du chapitre V. La section ~ peut s_~e prolonger d'une mani~re ~ique en une section 

continue et additive au-dessus de (~/~)o< 
(i,j)" 

D6monstration du secon_____~d lemm._._._ee de r4currence. On mlppose 

(sans quoi le len~ne es% trivial). 

~k/~ k o Unicit6 et continuit6 de G z Soit P E ( )(i,j) 

deux cas son% ~ distinguer : 

un couple d'entiers positifs ou nuls. Soit 

o o 
d4finie au-dessus d_Ee (~II~ I)(o,o ) U( ~/~ )<(i,j) 

est ~ O) Im condition (~) d_~e l._aa proposition 

avec k = 1, 2p 3~ 4 ou 5 ; 

(~O/~o)~ip~) non vide 
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l e r  c a s .  k = 1 ou 2 ; a l e r s  F a une f a c e  h o r i z o n t a l e  un ique  D, de bo rd  C ; 

o 
on a r r o n d i t  b i e n  F l e  l o n g  de C A l ' a i d e  d ' u n  414ment A de ( ~ 1 / ~ 1 ) ( o , o )  ; on n o t e  

B l e  bon a r r o n d i  de F a i n s i  ob tenu  ; on a s u i v a n t  l e s  cas  F = B ~ i .  D 'apr&s l a  d 4 f i -  

n i t i o n  de l a  c o m p l e x i t 6  de F,  l a  c o m p l e x i t 4  de B e s t  ( i  , j )  ; d o n c  ~(B) e s t  d 4 f i n i  ; 

n 4 c e s s a i r e m e n t  G (F) d o l t  v 4 r i f i e r  

(2) ~ (F) = ~(B) ~ ~(A) 

(ce qui montre l'unicit6 de ; dens ce cas). Si i varie confinement en continuant 

bien arrondir F le long de C, B varie contin~Iment et reste dens ( ~o/~o )O ; done 

G(A) et G(B) varient continCunent. Comme, d'apr~s le corollaire du lemme 3 du chapitre V, 

~ 1 / ~  
)~o,o)~ form4 des 414ments qui arrondissent bien Fle § 1, le sous-espace de ( 1 

long de C est connexe, la valeur de ~ (F) 

particulier de A. 

D'autre part, si P est assez voisin de 

arSte C ~ l'aide d'un 416ment 

(F) est voisin de ~(F). 

2e c a s .  k = 3 , 4 ou 5 ; a l o r s  

voisin de 

donn4e par (2) est ind4pendante du choix 

F, on peut arrondir ~ le long de son 

A ; B est alors voisin de B, donc 

F a deux faces horizontales D' et D", de bords 

respectifs C' et C" ; on arrondit bien 

o 
de (~i/~i)(o,o) ; on obtient ainsi un 414ment 

est M I ou M 2 et la complexit4 (i , j) ;donc 

n4cessairement ~(F) dolt v4rifier z 

(3) ~CF) = ~(B') ~ dA') 

F le long de C' A l'aide d'un 416ment A' 

B' tel que = B I + - A t , dont le module 

~ ( B ' )  a 4 t6  d 4 f i n i  e i - d e s s u s  ; 
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(ce qui montre l'unicit6 de ~ dans ce cas) ; puisque ~(B') varie continCtment avec B', 

la valeur de ~(F) donn4e par (3) ne d6pend pas du choix particulier de B', etest 

une fonction continue de Fo II reste ~ montrer que le mSme proc6d4 appliqu4 en rempla~ant 

C' par C", conduit ~ la m~me valeur de ~(F). On arrondit F le long de C" ~ l'aide 

de A" ; on note B" l'arrondi partiel de F ainsi obtenu ; on choisit A" de fa~on 

que A' et A" d4finissent un bon arrondi F de F ; D' et D" d4finissent une 
o 

double d4composi%ion d'Alexander de Fo, dont les 414ments son% (outre ~o) , A' , B' , 

A" , B" et F ; ~(Fo) , ~(A') , ~(A") , ~(B') , ~(B") e% ~(F) sont d6finis (ce 

dernier par (3)) ; trois relations d'additivi%6 son% v6rifi6es : d'une part (3), e% 

d'smtre part les deux relations provenan% de la d6finition de 6(B') et ~(B")j ps~r 

exemple : 

la 4e relation est donc s~assi v6rifi6ej ce qu'il fallait d6montrero 

k/~k o Additivit4 de ~. Soit F E (~ )(i,j)' avec k = O, I, 2, 3, 4 ou 5 ; 

il faut distinguer trois types de d4composition d'Alexander. 

ler t.ype, k = I ou 2 et (F ~ D) es% une d6eomposition simplifianteo Soient A e% 

B les 416men%s de (P , D) ; on suppose que B est celui d'entre eux qui a deux am~tes. 

o 
Soit D' la face horizontale de F ; soit F' un 614ment de (~I/~I)(%o) d4finissaat 

un bon arrondi F de F ; on choisit F' de faGon que D et D' d4finissent une 
o 

double d4composition d'Alexander de F ; les 416ments de eerie d4composition sent (outre 
o 

Fo) j F ~ ~' ~ A , B et un sixi~me 416men% qu'on note A' ; A' est Itarrondi partiel de 
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B d4fini par Y'. Tous ces 416ments sont de complexit4 @(i , j), de sorte que 

d4fini pour ehacun d'entre eux. Trois relations d'additivit6 sont v6rifi6es : 

1 °)  Celle relative ~ la ~ d6composition 

fiante) | 

2 °) Celle qui r6sulte de la d4finition de 

0 

3 °) Celle qui r4sulte de is d4finition de 

~(B) = ~(A') ! ~(F ' ) .  

La 4e relation est donc v4rifi4e, ce qu'il fallait d6montrer. 

2._eet,7"peo k = 0 e%lad6c,omp, sition 

Lorsque Is complexit6 (i , j) 

on suppose donc (i , j) ~ (I , 0). 

d'entre eux appartient n6cessairement 

Cas Oh ( i  , j )  = (1 , 0 ) .  Si 

la d6finition de ~(B) d'apr~s (2). 

O 
un 414merit A' de ( ~ 1 / ~ 1 ) ( o , o )  t e l  que 

est 

(Yo ' D) (car cette d4composition eat simpli- 

~(F) d ' a p r ~ s  (2) : 

~(B) d ' ap r~s  (3) : 

A' 

a l o r s  z 

(4) ~(B) = ~(F,) ! ~(A') . 

D'apr~s le corollaire du lemme 3, il existe un chemin continu t .... ~ A t joignant A 

d ~ s  (~1 /~ '1 )~o ,o )  ^ ^ , t e l  qua,  pour t o u t  t ,  A t e iste , s o i t  P t  d fini par = 

A 

F t = B ~ A t . L'application t~ =7 ~(At) eat continue ; d'apr~s la condition (*), 

(F , D) n'est pas simplif!ante. 

de P eat (0 , 0), l'additivit4 a lieu par hypoth~se 

Soient A et B lea 414ments de (F , D) ; l'un 

O 
(~I/~I)(o,o), supposons que ce ,oit A. 

P eat un bon arrondi de B, l'additivit6 r6sulte de 

Si F n'est pas un bon arrondi de B, on choisit 

F' = B ~ A' soit un bon arrondi de B ; on a 
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l'application t , , ~(Ft) 

[0 , I]~ la fonction t : 

= a(P) Z 

ce ~u'il fallait d4montrer. 

peut ~tre prolong4e enune fonction continue sur %ou% 

O(Ft) ~ if(At) est done constante ; done d'apr~s (4) = 

Cas oh (i , j) ~ (2 , 0 ) .  Soit (F , D') une d4composition simplifiante de F 

en deux 614ments A' et B' ; l'un de ces 414ments contient le herd de D, on suppose 

que c'est B' ; en plus on choisit D' tel que son plan soit distinct de celui de D ; 

(B , D') est alors une d6composition d'Alexsnder simplifiante de B | (F , D , D') est 

une double d4composition d'Alexander de F, dent les dl4ments sent (outre Y), A , B , 

A' , B I et un sixi~me 616ment qu'on note H et dent la complexit6 est (d'apr~s la pro- 

pri6t6 3°b du § I) strictement plus petite que (i , j) | G(~) , ~(A) , ff(A') , 

~(B') , ~ (B) sent d6finis. Trois relations d'additivit4 sent v4rifi4es ! 

I °) Celle relative 

2 °) Celle relative 

3 °) Celle relative 

(F , D') 

(S , D) 

(B' , D) 

(d'apr~s l'additivit6 de ~) 

(car elle est du l e r  type consid4r6 ci-dessus) ; 

(d'aprbs l'additivit6 de ff ). 

La 4e relation es% done vdrifide, ce qu'il fallait d4montrer. 

3__~e type. k = | ou 2 et la d4composition n'est pas simplifiante. 

On precede exactement comme pour le ler type ei-dessus ~ les relations d'additivit6 

2 ° 3 ° 1°~ et son% encore v6rifides ; mais cette lois la relation 1 ° est v6rifi4e parce 

qu'elle correspond ~une d4composition du 2e type ci-dessus. 

Ceei achbve la d4monstration du second lemme de r4currence. 
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D4monstration de la proposition I. On considbre la restriction de ~ 

o 
(~1/~1)(o,o) U (~o/~o) o,o) ; on lui applique le second lemme de r6currence (avec 

(i , j) = (0 , 0)) ; on obtient ainsi un prolongement continuet additif ~ ( ~/~)~o,o)" 

On a ainsi d6fini un prolongement ~ de ~ ~ (~/~)~o,o) U (~o/~o)~I,o) ; cette 

section ~ v6rifie la condition (*) (qui se conserve 6videmment par prolongement) et elle 

o 
est additive (car dtune part sa restriction ~ (~/h)(o,o) est additive, et d'antre part 

o 
il n'existe pas de d4composition d'un 614ment de (~o/~o)(1~o) en deux 614merits de 

(~/~)~o,o) U (~o/~o)~i,0)). On peut donc appliquer de nouveau le 2e lemme de r4currence, 

avec cette fois (i , j) = (I , 0). Puis on applique le ler lemme de r4currencep puis 

de nouveau le 2e, et ainsi de suite. Le prolongement obtenu est unique~ puisqu'il en es% 

ainsi ~ chaque pas. 

§ 3. Prolongement d'une section additive. 

Proposition 2. Soit ~ une section partielle continue e_~tadditivedurev~tement ~, 

d6finie au-dessus d_Ee ( ~oI~o )° U (~II~1)° U (~21~2)°. Pour que Gr puisse s e 

pro longer  par c o n t i n u i t 6  ~ ( S o / ~ o ) 1  , i l  s u f f i t  q,ue ~ v 4 r i f i e  l a  cond i t i on  (**) de l a  

proposition 1 duchapitre V (c'es%-~v-dire, que 

ayant 0 col et un Doint critique non de Morse). 

s o i t  cont inue  aux p o i n t s  d_~e (~o/~o)1 

La confrontation des propositions I, 2 et de la proposition I du chapitre V montre que 

le rev@tement ~ admet une section continue an-dessus de ( ~o/~o )° U ( ~o/~o )I ; 

ceci achbve la d4monstration de la nullit4 de ~ (Diff $3). 
o 

Le principe de la d6monstration de la proposition 2 est le suivant : on v4rifie la 
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condition du 2 ° du leme 7 du chapitre V, § 3, 

examine successivement trois cas. 

I. Premier cas. P est~point d.~e 

l'une au moins es% un sommet s. 

Sol% C un cercle horizontal de P 

d4composition d'Alexander de F en deux 416ments 

A est un 414ment de (~1/~1 o,o)" Soit t , 

v4rifiant les conditions suivamtes z 

I O) A t est constant en dehors d'un petit voisinage de s ; 

2 ° )  A1/2 = A 

3 ° ) La cote du sommet de A t est, an voisinage de la valeur 

strictement croissante de t. 

Supposons par exemple la d6composition (A ~ B) 

A * A 
~O/~ O d4fini par I ~t = B +A t . Le chemin t 

pour % = 1/2. Pour t ~ 1/2, on a d'apr~s l'additivit4 de 

) = t) 

donc, d'apr~s la continuit4 de l'addition dams ~p la fonction 

prolonger enune fonction continue au voisinage de 

7 du chapitre Vest donc v4rifi6e en F. 

2. Deuxi~me cas. P est un point de 

tique non de Morse, qu'on note e. 

en t o u t  point F de ( ~ 0 / ~ o ) 1 .  On 

( 8o/~0)I~ oh se croisent deux singulazit4s dont 

suffisamment voisin de s ; C d4fini% une 

A , B ; soit A celui qui contient 

o 
, A t un chemin dams ( ~I/~ 1 ) (o,o) 

additive ; soit 

F t traverse 

z 

t = 1/2,  une fonction 

s ; 

i~ t I' 414ment de 

en P 

t : : ~(l~t) peut se 

t = I/2 ! la condition du 2 ° du lemme 

( ~J~O)I ; autrement dit, P a un point cri- 
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La d6mons t ra t ion  se f a i r  par  r4cu r r ence  sur  l a  complexi t6  de F9 n o t i o n  dont  l a  

d 4 f i n i t i o n  e s t  analogue ~ c e l l e  donn4e au § 4 d u  c h a p i t r e  I l l  dans l e  cas  de (8o/~o)°, ._ .  

k ceci pros qu'on dolt ici rajouter le point 

est le nombre de cols plus un ; un cercle C 

e k l'ensemble des cols. Antrement dit, i 

de P est dit essentiel s'il est situ4 dans 

un p l an  h o r i z o n t a l  non t a n g e n t  ~ P, e t  s i ,  sur  l a  composante de F - C qui  ne c o n t i e n t  

pas e~ i l  y a an moins un co l  ; l a  d 4 f i n i t i o n  de j e s t  inchang4e,  e t  l a  complexi t6  de 

F s,tlecouple (i, j). Soit (A,B) 

par exemple I e 6 A. La complexit4 de B 

une d4composition d'Alexander de F ; on suppose 

a 6t6 d4finie au § I ; on d4finit la complexit4 

de A comme suit : cVest celle dVun "bon arrondi" A de A (A 

(~o/~o)~). On a donc encore la notion de d4composition simplifiante de 

une telle d4composition d~s que i ~ 2. 

Si F est tel que i = I~ la continuit4 de G en F a lieu par hypoth~se x c'est 

la condition (**)o Soient i ~ 2 et j ~ 0 | supposons 4tablie la continuit6 de G en 

point de de complexit  strictement plus petite que (i , j) %ou% soit 

~o/~o)l, de complexit6 (i ~ j) ; on va d4montrer la continuit6 de ~ en P E ( F. 

On consid~re une d4composition simplifiante de P en deux 614ments A e% B ; on suppose 

est un 414ment de 

que e E A | soit V tun petit voisinage de 

I 
(~o/~o) a en 1 ~ pour t = I/2, tel que 

Supposons par exemple la d4composition (A , B) 

suivante 

A A A 
Pt =B +At avec 

| il existe 

e ; soit t ---~F t un chemin traversant 

Pt N (R 3 - V) soit ind4pendant de t° 

A 
additive ~ F t est alors de la forme 

A 1 / 2  = A • 
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4- A 

Soi% A un bon a r rond i  de A, t e l  que ~ soi% de l a  forme - A w ~ avec 

A A +A 
A' n V = ¢ ; posons A t - A' = A t ; c e c i  d4fini% dans ~o/~o  ~ c h e ~  t , At '  

1 
qu i  t r a v e r s e  ( ~ o / ~ o )  ~ au p o i n t  A, dont  l a  complexi%6 es% strictemen% plus  p e t i t e  

que ( i  , j ) o  Done, d 'apr&s l ' h y p o t h ~ s e  de r 4 c u r r e n c e ,  l a  f o n c t i o n  %, , ~(A%), 

d 6 f i n i e  pour  % ~ 1 /2 ,  peu% se p ro longe r  en une f o n c t i o n  con t inue  au v o i s i n a g e  de 

t = 1/2 ; i l  en e s t  donc de m@me~ d ' a p r ~ s  l ' a d d i t i v i t 6  de ~ e% l a  c o n t i n u i t 6  de 

l'addition da~s ~, des fonetions t , • G(At) e% t ~ : ~(l~t) ; ceci 8~h~ve la 

d6monstration. 

3o Troisi~me cas. F es% un point d_~e ( ~O/~O)~ oh se c r o i s e n t  deux c o l s .  

La d6mons t ra t ion  se f a i r  par r4cur rence  sur  l a  complexi t4  de F, n o t i o n  dont  

l a  d 4 f i n i t i o n  e s t ,  dans ce cas ,  exactement c e l l e  donn6e au § 4 du c h a p i t r e  I I I .  S o i t  

~o / ) [  t e l  que d e ~  co~s c e t  c de F s o i e n t  ~ m~me F un 616ment de ( ~o p 

niveau ; soi% (A ~ B) une d4composition d'Alexander de P. Deux cas peuvent se 

produire z ou bien la d4composition est "s4parante"~ c'est A dire telle que c et 

c' appar%iennen% l'un ~ A, l'autre ~ B~ dans ce cas A e% B sent des 

416ments de ( ~/~ )o dont la complexi%4 a 4%6 d4finie au §I ; ou bien c et c' 

appartiennent %ous deux ~ l'un des 416mentsp par exemple A ; on d4fini% alors la 

comp~exit~ de A ~ 1'aide d'~ "bon arrondi" i (qui est ~ ~16~ent de (~o/~o) ~ 

oh se croisent deux cols)° On a donc encore la no%ion de d6composition simplifiante 

de P ; mais cette fois on ne peut affirmer l'existence d'une %elle d6composition que pour 

i > 3. C'es% pourquoi le cas i = 2 n6cessite une 4rude par%iculi~re (de laquelle il 
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r6sulte d'ailleurs qu'il n'existe pas de d6composition simplifiante dans ce cas). 

Cas i = 2. 

Le lemme suivant permet de classifier les configurations possibles : 

Lemme. Soit F E ~o/~o • Soit Pun plan horizontal, tangent ou non 

P n Y n'est ~as connexe, 

qu'un sommet. 

D4monstration du l emme. Soit 

cote de P° Si 

choisit 

a e% b 

F poss~de un dehors de 

F. Si 

P an moins une singularit6 autre 

connexe, contrairement ~ l'hypoth~se. 

Application du lemme. Soit F u n  614ment de ( %/~ 0 )I ; on suppose que 

tout deuxcols, et que ces cols sont tous deux situ6s dans un plan horizontal 

e n l e v a n t  de 

F situ6s 

R2 x [a, b 1 4taient des sommets, (R2 x [a, bl)N F s'obtiendrait en 

1 ~ un nombre fini de disques ouverts disjoints, et par cons6quent serait 

F a en 

P. D'apr~s 

le lemme, P N F est connexe ; P ~ F est donc une courbe diff6rentiable connexe, avec 

deux points de self-intersection transversale. La classification de ces courbes relati- 

vement aux diff6omorphismes du plan, est la suivante : 

compose alors d'unnombre fini de cercles. Si tousles points singuliers de 

en dehors de 

a bJ i n t e r v a l l e  c o n t e n a n t  ~ i n t 4 r i e u r  l a  u n  s o n  

[a , b] est assez petit, (R2 x [a , bl)N F n'est pas connexe. On 

a et b pour qu'il en soit ainsi et que, en plus, les plans horizontaux de cote 

ne soien% pas tangents ~ 1 ~ ; If intersection de chacun de ces plans avec F se 
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Type I Type I b Type I a c 

Type I d Type I e  Type I I  

Cas o~ P ~ P e s t  de  l ' u n  d e s  t y p e s  I .  I 1  e x i s t e  a l o r s  s u r  P ~ P une  b o u c l e  L 

qui est minimale, c'est ~ dire telle que l'int~rieur du disque 

ne rencontre pas F. L'un des disques que 

so~et s ! on note ce disque Dp. Soit c 

est primitif (cf. chapitre V, § 2). Soit c' 

voisinage de DpU D F et W un voisinage de 

F ~ V = A ; F N W = B 

Soit t , , P~ 

tel que, pour 

W 

Dp, que L b o r d e  dans  P ,  

L b o r d e  s u r  F a pou r  u n i q u e  s i n g u l a r i t ~  un 

l e  p o i n t  a n g u l e u x  de L ; l e  c o u p l e  (c , s )  

l e  s e c o n d  c o l  de  F .  S o i e n t  V un  

c' tels que V N W 

; P- (A U B) = H. 

un chemin  dans  ~ o / ~ o  , de  l a  fo rme | 

F~ = H U A  U B t avec  B t c W  e% B 1 / 2  = B ; 

t ~ 1/2, F~ ~ ( ~ o / ~ o  )° et que la cote an col c~ de 

s o i t  f o n c t i o n  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  de  

soit vide ; on note : 

t ; ce  chemin t r a v e r s e  

F~ situ~ dens 

( ~o/~o )1 e n  1 ~ 

pour t = 1/2. 
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Soit t ,  , 1~ t un  chemin darts %1~o donnd par le lemme 4 du chapitre V, de la forme : 

F t situ6 dans V 

et celle de c;. 

Consid6rons l'application : 

[o, ,] [o , , ]  

t r a v e r s a n t  ( en un p o i n t ,  e t  t e l  que r 1 n ' a i t  aucune  s i n g u l a r i t 4  dans  V ; 

d ' a p r ~ s  l a  c o n d i t i o n  3 ° du lemme 4 du c h a p i t r e  V, on p e u t  s u p p o s e r  que l e  c o l  c t de  

varie dans un intervalle strictement compris entre la cote de c' 
0 

(t ,u) ,BuAtUBu. 

La restriction de cette application au bord du carr4 d4finit un lacet 8 

base F, homotope ~ 0 dans ~Fo/~ o. Le lacet 

)° u (~o/~o)i, et saul en F, ( 

£ e s t  ~ v a l e u r s  dans  

ne p a s s e  en aucun  p o i n t  de  ( ~ o / ~ o  )1 OU 

so  c r o i s e n t  deux c o l s .  I 1  en  r 4 s u l t e  ( d ' a p r ~ s  l ' 4 t u d e  f a i t e  c i - d e s s u s  d e s  deux p r e m i e r s  

c a s )  que l e  re l~vemen% du l a c e t  ~ q u i ,  au d d p a r t  de  P ,  e s t  dans  l ' i m a g e  de l a  

s e c t i o n  ~ ,  e s t  e n c o r e  dans  c e t t e  image  au v o i s i n a g e  de  l ' e x t r d m i t 4 .  PUisque  l e  l a c e t  

e s t  homotope  ~ 0 dans  ~ o / ~ o ,  a p r ~ s  a v o i r  d d c r i t  £ on r e v i e n t  a u - d e s s u s  de F 

dans le feuillet de ddpart ;donc la section ~ est continue en F. 

Cas o_~h P N ~ est du type If. On note ~ le sous-espace de ( ~o/~o )I form6 

des 614ments F (~ deux cols, tous deux situ6s dans le plan horizontal P) tels que 

P N F eoit du type II. Soit 

sortantes par rapport ~ P, 

serait diff4omorphe an tore 

F E ~ | los demi-normales ~ F en ses deux cols, 

sent toutes deux dirig4es dans le m@me sens (sans quoi F 

S I × $I). On en d4duit, on proc4dant comme an § 3 du cha- 

de point de 

F t = H U A t U B ave c A t c V e t  Ao = A 
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p i t r e  V, que  Z a deux  c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s ,  q u i  s e  d 6 d u i s e n t  l ' u n e  de  l ' a u t r e  

l'aide de la sym6trie autour d'un plan horizontal. Ii r6sulte donc du 3 ° du lemme 7 

du chapitre V qu'il suffit de v~rifier la continuit~ de G enun point particulier de ~. 

C o n s i d ~ r o n s  l a  s u r f a c e  F d ' ~ q u a t i o n  : 
0 

(x 2 + y2 + z2)2 - (x 2 + y2 + z 2) - 9y2z + z = 0. 

Po est un ~l~ment de ~o/~o, ayant en tout deux cols c et c', tous deux situ6s 

dans  l e  p l a n  z = 1 / 4  ; l ' i n t e r s e c t i o n  de F avec  ce  p l a n  se  compose de  deux c e r c l e s  ; 
0 

F e s t  s t a b l e  p o u r  l a  s y m 6 t r i e  d ' a x e  Ozp q u i  ~change  c e t  c ' ~  a i n s i  que deux 
0 

sommets s et s' et F . Soient V un voisinage de s, W unvoisinage de c ; on 
O 

note V' et W' les sym6triques respectifs de V et W par rapport ~ Oz° On choisit 

V e% W assez petits pour que V , V' , V et W' soient disjoints, et pour que les 

projections de V e% W sur Oz soient disjointes. On note z 

F N V=A ; F NV' =A' ; 
O O 

P n W=B ; P N W' =B' ; 
O O 

- (A U A '  U B U B ' )  = H • 
0 # 

On c o n s i d ~ r e  deux chemins  dans  ~ o / ~ o  z 

t,, Ft  = H  UA t  U A '  U B U B '  avec At c V et  AO = A  ; 

et 

t : : Pt = H U  A U A '  U B t U  B ' avec Bt C V  et Bo =B o 

On suppose que F% a, dans V, pour singularit~ unique un sommet st, dont la cote 

s o i t  f o n c t i o n  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  de  % ! F 1 e s t  a l o r s  un ~ l~ment  de  ~ . On s u p p o s e  
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que ~t a, darts W , pour unique singularit6 un col ct, dont la cote soit fonction 

strictement croissante de t. On note A~ le sym6trique de A t par rapport ~ Oz, 

BI celui de B t. On consid~re les chemins suivants dans ~o/~o : 

t, , H  UA I UA'  U BtU B' ; 

t ,  , %(nVA I U A , U B  IUB,)  (o~ % d~signelarotationd'an~le 
t~  au tour  de Oz) ; 

t ,  ' H  U A t U  A1'-t U B U:B~ ] 

t , , H U A I U A' U B U B~_ t • 

L'origine de chacun de ces chemins est l'extr6mit4 du pr6c6dent ; leur compos6 est un 

l a c e t  ~ de po in t  de base F 1 dans ~o /~  o" Le l a c e t  e prend ses v a l e u r s  dans 

o i~o)I i~o)1 ( ~oI~ o) v ( ~o , et s~uf en ~I ne passe en auxin point de ( ~o o~ 

se croisent deux cols. Tout revient donc (comme on l'a vu pour le type I) ~ montrer que 

est homotope ~ 0 dans ~o/~o. Or ~ est homotope au lacet e', de point de 

base Fo, d6fini par t, , pt(Fo). Soit, pour ~kE [0, I], F' la surface 

d' 4qua t ion  z 

(x  2 + y2  + z 2 ) 2  _ (x 2 + y2  + z 2) _ 9 ~ y 2 z  + z = 0 ! 

i l  e s t  f a c i l e  de v o i r  que pour t o u t  ~ E [0 , 1 ] ,  F~ e s t  un 616ment de ~ o / ~ o .  

S o i t  ~ l e  chemin t ,  , ~t(F~) ; c ' e s t  un l a c e t  de p o i n t  de base lm~, ca r  F~ 

e s t  sym4tr ique  par  r a p p o r t  ~ Oz. Orp d ' une  p a r t  e~ = ~' ; e t  d ' a u t r e  p a r t  Q' 
O 

e s t  un l a c e t  p o n c t u e l ,  ca r  F' e s t  de r 6 v o l u t i o n  par  r a p p o r t  ~ Oz ; donc ~' e s t  
O 

homotope ~ 0 dans ~ o / ~ o  ; i l  en e s t  donc de m6me de ~ .  



- 112 - 

Cas i >. 3. Soient i >. 3 et j ~ 0 ! supposons 6tablie la continuit~ de 

en tout point de ( ~o/~o)I~ o~ se croisent deux cols, et o~ la complexit~ est 

strictement plus petite que (i , j). Sol% P un point de complexit~ (i , j) o~ 

se croisen% deux cols ; il existe une d~composition d'Alexander simplifiante de F ! 

s'il en existe une qui soit s6parante, on raisonne come darts le premier cas ci-dessus 

(ore n ° I) ; sinon, on raisonne oomme dans le deuxi~me oas (cfo n ° 2). 



Appendice.  Th~orbmes de f i b r a t i o n  des espaces  

d_~eplongements ; a p p l i c a t i o n s .  

Les § 1 e t  2 c o n t i e n n e n t  l '~nonc~ e t  l e s  grandes l i g n e s  de l a  d6mons t ra t ion  des 

th6or~mes de f i b r a t i o n  des espaces  de plongement.  Les § 3, 4 e t  5 c o n t i e n n e n t  d i v e r s e s  

a p p l i c a t i o n s ,  no t a~m en tune  d~monst ra t ion  du th6or~me de SMAI~ sur  D i f f  S 2 u t i l i s 6  

au c h a p i t r e  Ip § 2.  

§ 1.  Les thdor~mes de f i b r a t i o n  des espaces  d.~eplongements. 

On cons id~re  des espaces  de f o n c t i o n s  de c l a s s e  C °o , de source une v a r i d t ~  V 

bord  anguleux (1) e t  de bu t  une v a r i ~ t ~  W ; on suppose que l a  source  V e s t  c ompacte 

( c ' e s t  l e  cas  dans t o u t e s  l e s  a p p l i c a t i o n s  q u ' o n  a e n v u e ) ,  e t  on munit  l e s  espaces  

f o n c t i o n n e l s  de l a  t o p o l o g i e  C oo ( c f .  [ 7 ] ,  expos~ 4, page 3 ) .  

Dans ce pa ragraphe ,  a f i n  d ' o b t e n i r  des ~nonc~s ayant  le  maximum de s i m p l i c i t Y ,  on 

se borne au cas  o~ le  bu t  W e s t  sans bord  ; on i nd ique ra  p lus  l o i n  ( c f .  § 2,  3 ° ) 

comment l e s  ~nonc~s do iven t  @tre modif i6s  lo r sque  W a un bord non v i d e .  

On no te  PI(V , W) l ' e s p a c e  des plongements de c l a s s e  C oo de l a  va r i~ t~  V dans 

la vari4t6 W. , 

(I) On trouvera la d4finition pr6cise d'une vari4t6 ~ bord anguleux ("manifold with corners") 
en [7], expos6 I, p. 2. 
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Thdor~me I. Soient Y une v~ridt4 compacte ' (~bord anguleux), W une vari4t6 

sans bord ; soit M une sous-vari6t4 ferm6e de 

P1(V , w) , m(M , w) 

estune fibration iocalement triviale (2). 

V ; l'application canonique 

Th6orbme 2o Soient V , W , M comme ci-dessus ; soit f un plongement de V 
O 

dens W ; on identifie V ~son image darts W ; on note PI(V , W ! M) l'espace des 

plongements de V dams W q ui induisent l'identit6 sur M. S o it r un entier $ I 

(ou4ventuellement r = oo) ; on note ~M PI(V , W ; M) l'espace des r-jets l e long . d_Ae 

M de ces plongements, muni de la topoloKie naturelle des espaces d__~ejgts (3). L'appli- 

cation canonique : 

m(v, w ; M) 

est une fibration localement triviale. 

.   Pl(V , w,M) 

Th6orbme 3. Soient V et 

d~etous les diff4omorphismes d_~e 

W comme au th4orbme I. Soit 

V. S opbre ~droite darts 

un sous-groupedugroupe 

PI(V , W), e_t.% X d4termine 

(2) 

(3) 

On rappelle que si E et B sont deux espaces topologiques et p une application 
continue : E ~ B, on dit que p est une fibration localement triviale si pour 

tout x E B il existe un voisinage Y de x tel que p-l( y ) soit hom4omorphe 
O O 

×P-1(x o) de fagon compatible avec les projections que Y ; on notera que la ? 

fibre situ6e au-dessus d'un point d4pend en g6n6ral de la composamte connexe de ce 
point ; elle peut ~tre vide, autrement dit p n'est pas suppos6e surjective. 

On rappelle que le r-jet le long de M d'une application de V dams W est la classe 
d'4quivalence d4finie dams Hom~(V , W) par la relation "~tre tangents jusqu'~ 
l'ordre r le long de M " (cf. [7], II, 3). 
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une s t ruc tu re  d'espac 9 f ib r4  pr inc ipa l  (au sens de [6], expos4 8).  Si en plus 

ouver t ,  a lors  1 ' app l i ca t ion  canonique : 

PI(V , W),,, , PI(V , ¥)/S 

est 

est une fibration localement triviale. 

La d6monstration de ces trois th4or~mes se fait suivant le m~me principe ; on utilise 

le lemme suivant, qui permet de se ramener ~ montrer l'existence de sections locales pour 

les  op6rations d 'un groupe dans un espace. 

Lemme I. Soient E e_~t B deux espaces topolo~iques, p une application continue : 

E , B. Pour que p soit une fibration localement triviale, il suffit que pOU r tout x EB 
o 

il existe ungroupe topolo~ique G op4rant_~ gauche dans E et dans B d_~e fagon que 

l__e diagramme : 

identit4 x p 

GxE ,E 

1 ,1 
GXB .... ~B 

soit commutatif, e_~t que l'application : g ~ ~ g.x de G dans B air une section 
o -- 

continue au voisinag e d_~e x . 
o 

D6monstration du lemme I. Soit P la fibre de E situ6e au-dessus de x . Soit 
o o 

unvoisinage de x tel qu'il existe au-dessus de ~ une section continue pour 
o 

l'application g, , g.x ° ; il existe alors une application continue ~ : ~ , G 

telle que, pour tout x E ~, ~(x).x = x ; l'application : 
o 

-I 
o 

est alors un hom4omorphisme, car elle a une application r6ciproque continue, ~ savoir : 



PxF 
0 

- 1 1 6  - 

(x,y) 

Application du lemme I A la d4monstration des th6orbmes de fibration. 

Th4orbme I. Soit k E PI(M , W) ; on identifie M ~ son image par k 
O O 

un voisinage tubulaire ferm4 de M dans W ; on note 

de 

et 

second ~ dtaprbs le lemme I, on est ramen4 ~ montrer qu'il existe tln voisinage ~ de k 
o 

dane PI(M , W) et une application continue ~ | P ,~ , tels que ~(k) o k = k 
o 

pour tout k E ~ • Antrement dit, G(k) dolt ~tre un diff6omorphisme de W (~ 

"support" dans T) 

gement des fonctions diff6rentiables, on montre facilement qu'il existe an voisins4~e de 

; soit T 

le groupe des diff6omorphismes 

W qui induisent l'identit4 sur W - T. Le Sroupe ~ op~re ~ gauche dane PI(V , W) 

PI(M ~ W) de fagon compatible avec l'application canonique du premier espace sur le 

prolonseant k. Or, ~ l'aide de la th4orie de Whitney sur le prolon- 

G du lemme Iest jou6 ici par le groupe des 

W qui induisent l'identit4 sur M et sur le compl4mentaire d'un 

dane W (pour la d6monstration du th6orbme d'existence de sections 

l o c a l e s ,  auquel  on se %rouve ramen6, cfo [2 ] ,  I I ,  3 .2  e t  3 . 3 ) .  

Th6or~me 3o On se borne  ~ d6montrer  l a  deuxibme a s s e r t i o n  ( l o c a l e  t r i v i a l i t 4  l o r sque  

e s t  o u v e r t ) o  On n o t e  PI(V , W) = ~ ; s o i t  f E ~ ; on i d e n t i f i e  V ~ son image 
0 

es% voisin de 

ou [2], II, 1.4.2, p. 287). 

Th6orbme 2. Le rSle du groupe 

diff4omorphismes de 

voisinage fixe de M 

e ; c'est donc un diff4omorphisme (cf. [7], expos4 5, corollaire 2, p. 3 ; 

k ° une application continue : k ~ ~'(k) £ Hom(W , W ; ¥ - T), telle que ~'(k) 

soit un prolongement de k, et ~'(ko) = e ;donc, pour k assez voisin de ko, ~'(k) 
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par fo" Soien% T un voisi~ge tubulaire ferm4 de V dans W, e% ~ le groupe des 

diff6omorphismes de W qui induisent l'identit6 sur W- T. Le groupe ~ op~re 

g a u c h e  d a n s  ~ , e t  c e s  o p 6 r a t i o n s  p a s s e n t  au q u o t i e n t  d a n s  ~ / ~  ( p u i s q u e  h . ( f . g )  = 

(h.f).g), de sorte qu'ici encore Z joue le r61e du groupe G du lemme 1. D'apr~s 

ce lemme, on est done ramen6 ~ ceci = soit f l'image de f dans ~/~ ; il existe 
o o 

une section continue au voisinage de f pour l'application h .... , h.f . 0r~ en [2]~ II, 
o o 

2.4.4, on a 6tabli le r6sultat suivant (qui servait ~ donner une d4monstration du premier 

th6or~me de fibration n'utilisant pas la th4orie du prolongement de Whitney) t 

Leme 2. Avec les notations ci._~essus, i!lexisteunvoisinage 

e_~% une application t = ? , ~, .tels qu e = 

(i) %(fo)  = e 

(ii) pour tout 

me de  V 

(iii) pour tout 

f.~ ?, t(f.g) = 

f E V, r(f)-f est de la forme f .g, oh g 
o 

f E Y , e__t pour tout diff6omorphisme 

~(r). 

? de f dans 
- -  O 

estun diffdomorphis- 

g d~e V t e l  que 

Appliquons ce lemme. La relation d'6quivalence d6finie par 9 stir ~ 4rant 

ouverte, l'image ~ de ~ dans ~/~ es% un voisinage ouvert de f dans ~/~ , 
o 

et la topolo~ie de ~ est la topologie quotient de celle de ? pour la relation 

d'6quivalence induite ;donc, d'apr~s (iii)p ~ passe au quotient et d4finit une applica- 

tion continue ~ , ~ ...... ; ~. D'apr~s (i) et (ii), pour f assez voisin de fo' ~(f)'f 

s'identifie ~undiff6omorphisme de V qui est voisin de l'identit4~ donc, puisque 
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est ouvert, ~ un 614ment de ~ . Donc pour 

donc ~ fournit l a  section cherch4e. 

f a s s e z  voisin de f , ~(f)°f = f ; 
O O 

certains sous-espaces de 

Th4or&me 1+a. Soient 

L un ferm4 de M ; soit 

§ 2. Quelques compl4ments relatifs aux th4or~mes 1 et 2. 

1 °) On peut donner un 4nonc6 qui g4n4ralise ~ la fois le th4or~me Iet le th4or~me 2 

(et qui estune cons4quence imm4diate des th6orbmes d'existence de sections locales utili- 

s6s pour d6montrer ces th6or~mes ; cf. [2], th4or~me 6', p. 319). 

Th4or~me 2'. Soient V , W , M co~e dams l'4nonc4 du th4or~me I ; soi t r un 

entier ~1 (ou 6ventuellement r = eo). L'application canonique : 

Pl(V, w) w) 

est une fibration Iocalement triviale. 

2 °) Fibration de certains sous-espaces d_~e PI(V , W). 

Les deux th6or~mes snivants, analogues au th4or&me I, donnent des fibrations de 

Pl(V , w) , 

V , W , M , fo ' r co,~e dams l'6nonc4 du th6orbme 2 ; ..so.i t 

N un "tube local ''(4) normal _~ 

PI(V , W , ~N) l'espace des plon~ements d_~e V dans W 

long d_~e N ; l'application canonique : 

est une fibration iocalement triviale. 

M daus V, d'~me L ; on note 

le qui  son t  r - t a n g e n t s  ~ fo  - -  

(4) C'est-~-dire une paxtie de V telle qu'il existe un voisinage 
et un tube T normal ~ M dans V, d'~me L, tels que 

V n  N= ~NT. 

7 de M darts V 
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T h 4 o r b m e l . b .  Soient 

qu e dimension M = dimension V, 

M' ; on note Mn M' = Q. Soit N 

L n Q ; l'application Canonique | 

PI(V , W ; 4UN) 

est une fibration localement triviale. 

V , W , M , fo ' r , L cormne ci-dessus ; on suppose e nplus 

e t que V-~ est une sous-vari4t6 de V, gu'on note 

un tube local (4) normal ~ Q dams M', d'~me 

, Pl(M, w, {) 

Les th4or~mes 1 . a  e t  1 .b sont  des cas p a r t i c u l i e r s  d ' u n  th6or~me de [2] ( c o r o l l a i r e  

2 du th6or~me 5t~ p .  298) ,  qui  se d4montre ~ 1 ' a i d e  d ' u n  th4or~me d ' e x i s t e n c e  de s e c t i o n s  

l o c a l e s  analogue ~ c e l u i  u t i l i s 6  c i - d e s s u s  pour d4montrer le  th4or~me 1. 

0 n u t i l i s e  4galement le  th4or~me s u i v a n t ,  analogue au th4or~me 2 ( e t  qui  e s t  un cas 

/ 
p a r % l c u h e r  du c o r o l l a i r e  du th6or~me 6" de [2J ,  p .  321) : 

Th4or~me 2 . a .  So ien t  V , W , M , f , r , L , N comme dans l ' 4nonc4  du th6or~me 1.a} 
O 

on no te  PI(V , ¥ ; M ; ~N) l ' e s p a c e  des plonsements de  V dans V qui  c o i n c i d e n t  avec 

f sur  M e t  sont  r - t a n g e n t s  ~ f le  10ng de N. L ' a p p l i c a t i o n  canonique 
O - -  O - -  

estune fibration localement triviale. 

3 ° ) Cas oh V a u n b o r d  non v i d e .  

I~ns  l e  cas  oh,  t o u t e s  l e s  a u t r e s  hypotheses  r e s t a n t  l e s  m~mes, on suppose que 

W e s t  une vari@td ~ bord (anguleux)~ on a des th6orbme analogues  aux th6orbmes 1 e t  2 

pour l e s  espaces  de plongements ayan t  des " r e l a t i o n s  d ' i n c i d e n c e "  (5) donn4es~ Par  exemple, 

l e  th4orbme 1 se g 4 n 4 r a l i s e  c o n e  s u i t  : 

(5) Cfo [2], expos4 2, d4finition 3, p. 2 
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"Soient V p W p M ~ f comme darts l'6nonc6 du th4or~me 2 ; soit k 
o o 

M dans W | on note PI(V , W ; fo) l'espace des plongements de V dans 

relations d'incidence que f . L'application canonique s 
o 

PI(V , ¥ ; fo) , Pl(M , W ; ko) 

est ume fibration localement triviale." 

Les th4or~mes 2~ 2'~ 1.a, 1.bp 2.a ci-dessus admettent des g6n6ralisations analogues. 

Du th4or~me 2.a ainsi g6n6ralis6 on d4duit imm4diatement la proposition suivante | 

Proposition I. Soit V une vari4t~ compacte, ~ bord an~uleux, dont routes les faces 

de codimension I soient des sous-vari4t4s ; soit 

soit r6union de telles faces ; on note Diff(V ; 

de V qui induisent l'identit4 sur aV 

lon~ d_.ee M. L'application c~0nique | 

es% un isomorphisme pour %put i ~ O. 

Cas particul!er. L'application c~onique 

Ri(Diff(V , ~V)) , Ri(Diff(V ; ~V)) 

estun isomorphisme po~ tout i ~ O. 

I' in,~ection d_~e 

¥ ayant mSmes 

M une p a r t i e  du bord  BV d_. E V qui  

SV ; ~M) l_Ee 2Toupe des diff6omorphismes 

e.~% qui sont tangents d'ordre r ~ l'identit4 le 

§ 3. Espaces d_Ke plon~ements e t arrondissement des arStes. 

Soit V une varlet4 compacte ; supposons d'abord que V soit ~ bord lisse ; soit T 

un v~isinage tubulaire darts V du bord ~V de V ; T est diff4omorphe ~ ~V ~ ~ , I]. 

Soit p un diff4omorphisme de [0, 1] sur [I/3, 1] qui induise l'identit6 sur 
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[2/3 , 1] ; on choisi% une t r i v i a l i s a % i o n  de T, e t  on pose ,  pour t o u t  A E [0 , 1 ] ,  

(I) ~(x, ~) = (x, (I - ~)~ + ~p(~)) pour (~, I) c ~v~ [o, I] 

gA d4finit un plongement de T dans T, qui se prolonge canoniquement en un plongemen% 

de V dans Vj qu'on note encore gA~ e% qui v6rifie I 

a6 gA d6pend con%inuement de A ; 

bo go = identit4 ; 

Co pour tout ~' gA induit l'identit4 sur V - T 

V air un bord anguleux ; aV 

A d. k' < A en%ralne 

Supposons maintenan% que poss~de a l o r s  un "vo i s inage  

prismatique" 

on peut dire de fa¢on heuristique que 

situ6e au-dessus d'un point 

d'unplongemen% [0 , I] n-q 

~ u n e  permutation pros du cube 

T dans V ; cette notion est d4finie de fa~on pr6cise dans ~], page 250 ; 

"T est un fibr4 g4n4ralis4" de base 

x int4rieur ~ une face de dimension q de V 

--~V qui envoie l'origine en x, 

[ 0 ,  1] n'q, par l a  donn4e de 

BV ; la "fibre" 

es% l'image 

et qui est bien d6%ermin4, 

T. En prolongean% le 

diff6omorphisme p c i -4es sus  de fa~on n a t u r e l l e  ~ [0 , 1] n -q ,  on peut  encore d 4 f i n i r  

l ' a i d e  de l a  formule (1) appliqu4e dans un syst~me convenable de c a r t e s  d 4 f i n i s s a n t  T, 

(gk) de plongemen%s de V dans V ayant les propri4t4s Ca) , (b) , (c) , une famille 

(d) ci-dessus (pour les d4tails, cf. [2], p. 297). 

Soi% maintenant X une arSte de V (cf. [7], expos6 3, p. I) ; la pattie T x 

de T si%u6e au-dessus de X es% un fibr6 de base Z, de fibre [O , I] x [O , 1], 

de groupe structural Z 2 (op4ran% par la sym6%rie diagonale). Sol% A la pattie de 
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[0 , 1] X [ 0 ,  I] hachur6e s u r  l a  f i g u r e  

ci-contre (A est convexe, limit6e par ,..use 

0 1/6 1/2 

courbe de classe C c° , sym4trique par rapport 

la diagonale, et contient le segment 

[1/2 p I] X ~1/6)). La donn4e de A et de 

d4finit une l~rtie ~ de T X j soit V' la 

partie de V d6finie pax : 

Iv, n (v - Tx) = (g112(v)) n (v - ~x) 

V' es% une sous-vari4t6 de l'int4rieur de V, diff4omorphe ~ lavari4t4 obtenue b partir 

de V en arrondissant X (cf. [7], expos4 3, p. 1 e% 2). Pour tout x E X, la restric- 

t i o n  de ~ .  & l a  f i b r e  T de T s i t u 4 e  a u - d e s s u s  de x e s t  d 4 f i n i e  ( apr~s  i d e n t i f i c a -  
x 

t i o n  de T x & [0 , 1] X [0 , I]) par 

g~(~l ' ~2 ) = (P~(~I) , P~(~2 )) ; 

or pA(q ) ~ ~ pour tout ~ E [0 , 1] ; doric, d'apr~s la convexit6 de A, (gk) vgrifie 

e. pour tout %E [0, 1], g~(V') cV' . 

C o m p a r a i s o n d u g r o u p e  d g s  d i f f 4 o m o r p h i s m e s  ,d,'une v a r i 4 t 4  e t  de son a r r o n d i e .  

On c o n s e r v e  l e s  n o t a t i o n s  c i -< le s sus  ; on n o t e  en p l u s  g l (V)  = W '  ( c ' e s t  une s o u s -  

vari4t6 de l'int6rieur de V', diff4omorphe ~ V). On note ~ (respo ~', resp. S") 

le groupe des diff4omorphismes de V (resp. V', resp. W') qui sont tangents d'ordre 

infini ~ l'identit6 le long de %V (respo ~V', resp. a~'). 
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On a d'une par t  des app l ica t ions  canoniques (d6f in ies  par prolongement par l ' a p p l i -  

cation identique) 

: S' ' ~ ; ~' : ~" 

D'autre part, on d4finit un hom4omorphisme ~ : 

f E ~  , 

~' . 

,,, , ~", en posant, pour tout 

= o f o  11- . P(f) 

L1application ~ o ~' o ~ de ~ dans 9 est homotope ~ l'application identique 

de ~ ~ c a r  s i  on pose ,  pou r  XE [0 p 1] = 

-1 
J gX o f o g~ sur gx(V) 

% 

I identit6 sur V - g A(V) 

o . a ,  e t  

Ltapplication ¢' o ~ o ¢ de S' dans ~' est homotope ~ l'application identique 

de ~', car d'apr~s la condition (e), pour tout f' E ~' et tout A E [0 , 1], 

;X(=(f')) induit l'iden%i%6 sur V- V' ; or ;o(=(f'))IY' = f, et 

[ l ( = ( f ' ) ) l V '  = = '  o ~ o = ( f ' ) .  

On peut donc 6noncer = 

Propos i t ion  2. Soient  V une va r i6 t4  compacte~ X une ar@te de V~ V' une 

va r i6 t6  d6f in ie  _~ p a r t i r  de V e~ ar rondissant  X. Soi t  ~ ( resp.  ~ ' ) 1..ee firoupe 

des diff6omorphismes d~e V ( resp .  V')  qui sont tangents  d 'o rdre  i n f i n i  ~ l ' i d e n t i t ~  

l e lon~ d_~e aV (respo ~V')o Les firoupes ~ e_~t ~ '  ont m~me type d'homotopie. 
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Plongements d'une sous-vari4t6 et de son arrondie. 

On suppose maintenant que V est une sous-vari6t4 fermde d'une vari6t4 compaete 

au lieu du bord aV de V, on consid~re cette lois son bord relatif 

expos6 I, p. 5) ; on prend pour T 

d4finit comme ci-dessus, pour tout 

un voisinage prismatique de 

A E ~0, 11, un plongement 

w 

~V w dens V, et on 

g~ de V dans W, 

W; 

v6rifiant les conditions (a) , (b) , (c) et (d) ci-dessus, et ayant m@mes relations 

d'incidence que l'injection de V dans W ; d'aprbs le th6orbme I (appliqu~ dams le cas 

oh W a un bord, cf. ci-dessus, § 2, 30), chaque g~ se prolonge en un diff6omorphisme 

de W, v4rifiant encore les conditions (a) , (b) , (c) , (d). 

Soit alors X une ar~te de l'int4rieur de aV N ; la donn4e de T et de la pattie 

A de [0 , I] x [0, I] d4finie ci-dessus, d6finit une sous-vari4t~ V I de V. 

D~finition. On dit que la sous-vari4t6 

V en arrondissant 

V' de V d4finie par le proc4d4 ci-dessus 

X (A l'aide de p, T et A). 

V' est contenue dans l'int4rieur relatif de V ; si V' est la 

V en arrondissant X ~ l'aide de p, T et A, obtenue ~ partir de 

par une isotopic de V.) 

V' v6rifie, relativement gA' la condition (e) ; on note encore 

l'espace des plongements de V (resp. V', 

est obtenue ~ partir de 

(Onnotera que 

sous-vari6t6 de W 

~' se d6duit de V' 

Comme ci-<lessusp 

g1(V) =~,o Soit 

resp. ~') dans W 

(resp. ~', resp. ~") 

qui ont m@mes relations d'incidence que l'injection, et qui sont tangents 

d'ordre infini ~ l'injection le long de V N aW (resp. V' N ~W, resp. V" f~ BW). 

d'une part des applications canoniques (d4finies par la restriction) 

On a 
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e : ~o : "~ '  ; ~ ,  : v.., ~ ~ . , ,  ; 

et d'autre part on d4finit u n e  application continue ~ z ~" , ~, en posant, pour 

tout f" E ~" : 

L'application ~ o u' o ~ de ~ dans ~ est homotope ~ l'application identique 

de ~ ! Car d ' ap rbs  (d), gA-1 o f o gA[ V a un sens pour tout f E ~ e% tout 

k E [0 , 1] ; c'eet un 614ment de @ qu'on note fA ; il v6rifie : f = f, 
0 

f l  = @ 0 ~'  0 o~(f). 

L'application u o ~ o u' de ~' dans ~" est homotope ~ l'application identique 

de ~' ; car d'aprbs (e), g~1 o f' o gAIV' arm sens pour tout f' E ~' et tout 

I E [0 , I] ; c'es% un 414ment de S' qu'on note  f~  ; il v6rifie , 

f '  = f '  
O 

. p = C t  o / 3 o  

On peut  donc 4noncer 

Proposition 2'. Soient W une vari6t4 compacte (~bord anguleux) e~% V une sous- 

vari4t4 ferm4e d_~e W. Soi% X une arSte de V situ6e dans l'int4rieur du bord relatif 

~V w d.~e V. .~i% V' une sous-vari4t4 de W obtenue ~ partir d_~e V en arrondissant X. 

Soit ~ (re~ @') l'esp~e des plongements de V (resp. V') dans W qui ont m@mes 

relations d'incidence sue l'in~ection e_~%q.u£ sont tangents d'ordre infini~ l'..in~ection I_E 

lo_~d_E V N aN (resp. V' N BN)° L'application canonique ~ , ~' (a4finie p~ la 

.~.estric.tion ) es__~%.une homotop£e-.6.quivalence. 
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§ 4. Vari6t6s avec ar~tes rentrantes. 

A partir du chapitre III, on a ~t~ conduit ~ utiliser des varifies d'un type un peu 

plus g6n~ral que les vari6t6s ~ herd auguleux d6finies en [7] ~ on a consid~r~ des 

vari6%6s diff~rentiables ayant sur leur bord, outre les singularit~s habituelles, des 

"arStes rentrantes". Soit M une telle vari6t~, de dimension n ; en un point d'une 

arSte rentrante de M, il existe une carte locale dent le mod~le soit le compl6mentaire 

de la partie {x n > 0 , Xn_ I > 01 de R n. Lavari6t~ M s'identifie done au voisinage 

de chacun de ses points soit ~une vari6t6 ~ bord anguleux au sens de ETa, soit 

l'adh6rence du compl6mentaire dans R n d'une telle varietY. II en r~sulte que le bord de 

M possbde encore un "voisinage prismatique" ~ on peut done comme au § 3 d~finir l'arron- 

die M' de M comme une sous-vari6t~ de M, et g~n~raliser les autres r~sultats du § 3, 

notan~ent la proposition 2 (resp. 2') d'apr~s laquelle les groupes de diff~omorphismes 

avec bord f i x e  ( r e sp .  l e s  espaces de plongements)  de M e t  M' ont  mSme type  d 'homo- 

topie~ 

Soit M une varlet6 au sens ci-dessus, telle que l'arrondie M' dee M soi% 

diff~omorphe~ D n ; cela entra~ne ~videmment que M est hom6omorphe ~ Dn. Un certain 

hombre de propri~t6s simples de D n sont encore vraies pour Mp en particulier le 

"th~0r~me d'i~otopie" | 

S oit M une vari6t~ orient~e dont l'arrondie soit diff~omorphe~ D n ~ so!% V 

une vari~t6 connexe, orient6e, de dimension n | soient f e.....~% f' deux plon~ements d~e 

M d ans V - ~V %yant m@me orientation ; il existe une isotopie ~ de V~ induisant 

l'identit6 sur ~V~ %.elle que ~.f' = f. 
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[En effet, l'espace des plongements de D n dans V - aV qui on% une orientation 

donn4ep par exemple positive, est connexe (c'est un cas particulier de la proposition 3 

ci-dessous) ~ d'apr~s la proposition 2' ce r4sultat est encore vrai si on remplace D n 

par Mo La propri4t6 annonc6e en r6sulte, par un raisonnement classique utilisan% le 

th4or~me I.] 

§ 5- Application aux wroupes d'homotopie d_~eque!que ~ espaces d_~eplonKements. Th4or~me de 

Smale sur le Kroupe des diff6omorphismes de la  sph~r e S 2. 

Proposi t ion 3. Soi% V 

n. Sgit p un entier 6n- 

COO d_~e D p ~ - ~ s  V 

l ' e space  tan~en%~ V. 

D6monstration. L ' app l i ca t ion  qui ~ tou t  plongement de 

une vari6t6 compacte de classe C oo , sans bord, de dimension 

Les groupes d'homotopie d el'espace des plon~emen%s d_.eeclasse 

sont c anoniquemen% isomorphes A ceux de l'espace de s p-rgp~res d__ee 

D p dans V associe son 1 - j e t  

l'origine est une fibration localement triviale d'apr~s le th6or~me 2'. La base de 

cette fibration s'identifie A l'espace des p-rep~res de l'espace tangent ~ V ; sa fibre 

est acyclique en route dimension d'apr~s [2], proposition 8, page 336. 

Proposition 4. Soit ~ l_~e~Toupe des diff6omorphismes d_~e D n qui son._..~%tangents 

d'ordre infini ~ l'application identique l_~e lon~ d_e S n-1 ; pour tout i ~ 0p ill existe 

unisomorphisme canonique : 

• (Diffl Sn) ~ Ri (~) @ ~i (S0(n + I)) . 

D4monstration. Sol% ~+ l'h4misph~re nord de S n ; consid4rons l'application canonique : 
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(I) Diff S n ~ PI(S+ , S n) . 

C'est une fibration localement triviale d'apr~s le th6or~me I ; les groupes d'homotopie 

de la  f ib re  sont canoniquement isomorphes ~ ceux de ~g, ceux de la  base sont canonique- 

ment isomorphes ~ ceux de SO(n + 1) d 'apr~s la  proposi t ion  3. D'oh la  su i t e  exacte 

canonique : 

~'(~)i , ~.(Diffi Sn) i Ki(SO( n + I)) , ~i_i(~) J~ g • • 

Cette su i te  exacte se d4compose, car l ' a p p l i c a t i o n  canonique ~i(SO(n + 1)) - ~ i ( D i f f  sn) ,  

d4finie par l'inclusion, est tune section pour l'application ~.. 
I 

Proposition 5. Soit ~ comme ci-dessus (proposition 4). Soit ~ l'espace des 

plon~ements --de l ' 4qua teur  D n-1 d_~e D n dans D n, qu i sont tangents  d 'o rd re  i n f i n i  

l'injection l_~e long du bord S n-2 d__ee D n-1. Pour tout i ~ 0, il existe un isomorphisme 

canonique : 

 i÷I 
D4monstration. Soit D n 

plongements de D~ dans 

D~G S n-1 ; soit T un voisinage tubulaire de 

proposition 2', les groupes d'homotopie de 

D •  la demi-boule ferm4e nord de D n. Seit ~ l'espace des 

D n qui sont tangents d'ordxe infini ~ l'injection le long de 

]~+ f~S n-1 dans D+ ; d 'apr~s l a  

sont canoniquement isomorphes ~ ceux de 

l'espace des plongements de 

le long de 

333 ;donc 

T dans D n qui sont tangents d'ordre infini ~ 1'injection 

T ~ S n-1 ; et ces derniers groupes sont nuls d'apr~s [2], corollaire 4, page 

~i(~) = 0 pour tout i ~ O. D'apr~s le th6or~me 1.a, l'application canonique 

estune fibration localement triviale ; soit ~ la fibre de E situ6e au-dessus 
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D n de l'injection .~ ; s'identifie an groupe des diff4omorphismes de D+ 

Dn-1 
qui induisent l'identit4 sur et qui sont tangents d'ordre infini ~ l'identit6 le 

long de D~ N S n-1 ; d'apr~s la proposition Iet la proposition 2', ~i(~) est canoni- 

quement isomorphe ~ ,i(X) pour tout i ~ 0° La proposition r6sulte donc de la suite 

exa~te dthomotopie de la fibration ~ : 6L. 

~oposition 6. Soit Bun voisinage tubulaire (diff4omorphe ~ D n-2 x [-I , +I] ) 

de l'4quateur D n-2 de D n-1 dans D n-1 
- -  -- | soit ~ l'espace des plongements d_~e B darts 

D n qui sont ~an~ents d'or~e i~fini _~ ~'injection ~e ~on~ de B n S ~-I. Soit ~ comme 

ci-dessus (proPosition 4)° Pour %ou% i >, 0 7 il existe un isomorphisme csmonique de 

~. (~6) sur un facteur direct de 
1 

D6monstration. On note M I 

D n-1 - B. ~it ~ (resp. ~) 

qui sont tangents d'ordre infini A l'injection le long de 

D'apr~s les propositions Iet 2'j 

1 ' application canonique ~ ~ 

le fibre situ6e au-dessus de 1'injection 

un isomorphisme canonique 

(2) ~ .~ (a ' )  ~ ~i+I ( ~ ) pour tou t  i >, O. 

~t stidentifie ~ l'espace des plongements de M I dans 

d'ordre infini ~ l'injection le long de %M I . On va comparer 

ci-dessus (proposition 5)~ et pour cela les comparer tous deux au sous-espace 

form6 des plongements dont l'image ne rencontre pas M 2, 

~i+2 ( ~ ). 

et M 2 les s~lh4rences des deux compossmtes connexes de 

l'espace des plongements de M I U B (resp. B) dans D n 

(M I U B) n S n-1 (resp. B A S n - l ) .  

Ri(~) = 0 pour tout i ~ 0. D'apr~s le th4or~me 1.b, 

est une fibration localement triviale ; soit 6[' 

B ..... ~D n ; la suite exacte d'homotopie donne 

O 
D n - B qui sont tangents 

6[' et l'espace 6[d4fini 

~" de ~', 
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Compara,i,,son d~e 6t e_~t ~". D'apr~s le th6or~me 1.b, l'application canonique 

est une fibration localement triviale ; on a vu d'une part que ~i ( 9 ) = 0 

pour tout 

4~". On a donc un isomorphisme canonique 

(3) ~i(~) ~ ~i(a") 

Comparaison de  6[' e_~t ~[". Soit 

(diff6omorphe ~ D n-2 x D2), tel que C O D n-1 = B. 

form6 des plongements dont l'image ne rencontre pas 

i ~ 0 ; et d'autre part la fibre de cette fibration s'identifie canoniquement 

FA(C) l'image de C par l'affinit6 orthogonale 

compact ~ de 6[', il existe A > 0 tel que 

de ~k(C) ; il en r4sulte que pour tout i ~ O~ 

R i ( ~ ' )  e t  R i ( ~ " )  ~ ~ i ( ~ L " ) -  

Or i l  e x i s t e  un d i f f6omorphisme canonique de 

pour t o u t  i ~ O. 

C un v o i s i n a g e  t u b u l a i r e  de D n-2  dans D n 

On n o t e  ~ '  l e  s o u s - e s p a c e  de 6[ '  

o ~i, a" ~,,. Soit C ; on note N = 

Dn-1, de rapport ~ ; pour tout 

U f(MI) ne rencontre pas l'int6rieur 
rEX 

Mi(~') est canoniquement isomorphe 

o sl D n -C sur M I x : il identifie 

M I ~ M I X [I) et M 2 ~ Mix{-1}, oh 1 et -1 son t  deux p o i n t s  d i am6t ra l emen t  oppos6s 

de S I (plong6e de fa~on naturelle dans R2). On consid~re d'autre part le cylindre 

"1 x ., on identifie "I ~., x {0}. et on oonsia~re 1'es~ce &"' aes plo~eme~ts 

de M I dans M I x R qui sont tangents ~ l'injection le long de ~MI. Puisque M 1 est 

di f f6omorphe  ~ l a  demi-boule  ferm6e 

(X , O) ~ (x , e 2i~G) 

et tout 414ment de ~" 

application p : ~' 

D:-I , M 1 e s t  s implement  connexe ; l ' a p p l i c a t i o n  

d 4 f i n i t  donc M 1 x R comme l e  r evStement  u n i v e r s e l  de M 1 × S 1, 

se r e l i v e  canoniquement  en un 616ment de ~ " '  ; c e c i  d 6 f i n i t  une 

6 [ " ' °  D ' a u t r e  p a r t  l e  choix  d ' u n  d i f f4omorphisme ~ , d ' o r i e n -  
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tation positive, de R sur S I - ~-lJ d4finit un hom4omorphisme ff : 

dans lui-m~me est homotope ~ l'application identique de ~" (car ~ tout 416ment 

&,,, f : x , ~ (Z(x) , e de elle associe le plongement : x , - -~  (X(x), ~o  @(x)), 

qui lui eat canoniquement isotope parce que le groupe des diff4omorphismes de R 

conservant l'orientation est convexe) ; done ff o ? o j induit un isomorphisme de 

Ki(~" ) sur lui-m@me ; done, compte tenu de l'identification de Mi(~' ) 

et de , 

(4) pour tout i ~ 0, il existe un isomorphisme eanonique de ~.(6£") sur un 
l 

facteur direct de ~.(C~'). i 

Do (2), (3) st (4), il r6sulte clue, pour tout i ~ 0, il existe un isomorphisme canonique 

de Ki((5[) sur un facteur direct de Ki+1 (8) ; d'oh le r4sultat, compte tenu de la 

proposition 5. 

Cas n = 2 : le th4or~me de Smale. Si n=2j B est un Segment int4rieur au disque 

D 2 , e% ~ est l'espace des plongements de ce segment darts l'int6rieur de D 2. D'apr~s 

la proposition 3 on a done : 

l " i  ( ~ )  = 0 pour i ~ I. 

Done d'apr~s la proposition 6, ~i(~) = 0 pour tout i >~ 0 ; autrement d/t 

Th6or~me 4. Soit ~ l_Ee groupe des diff4omorphismes de D 2 qui sent tangents d'ordre 

infini ~ l'application identique le lon~ de S I . . . . .  ; o_~n_a ~i ( ~ ) =0 pour tout i>, 0. 



- 1 3 2  - 

IZ.(Diff(D 2 ; S 1 ) )  = 0 C o r o l l a i r e  1. pour %ou% i ; O. 
1 

Co~ol ldre 2. L ' .ppl i~ .~ ion c~oniq.e  , • (SO(3)) , . , ( r i Z Z  S 2) 
1 

me "pour %ou% i ~ Oo 

O o r o l l a i r e  3. Le ~roupe r 3 es~ n u l .  

(Le o o r o l l a i r e  1 r ~ s u l t e  imm~dia~emen~ du ~h~orbme e~ du cas t m ~ i o u l i e r  de l a  

p r o p o s i t i o n  1 ! le  c o r o l l a i r e  2 r~sul~e  ~ d i a ~ e m e n ~  du ~h6orbme e~ de l a  pzmposi~ion 6 ; 

qu~n~ a~ c o r o l l a i r e  3, c ' e s ~  une consequence immediate du c o r o l l a i r e  2 e~ de l a  d ~ f i n i ~ i o n  

es'~ un isomor1~s= 

aes groupes rno) 
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