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Introduction

Le résultat "I 4= O" entre maintenant dans la trame de nombreuses théories ; cependant,
& ma connaissance, aucune démonstration nouvelle n'en est apparue depuis celle que j'ai
donnée dans le Séminaire H. Cartan en 1962-63. C'est cette démonstration qu'on trouvera ici,

& quelques détails de présentation pres ; la plupart de ces améliorations mPont été suggé-
rées par M« N. H. Kuiper. Il m'est agréable de le remercier ici, ainsi que les auditeurs du
Séminaire Cartan, en particulier M. H. Cartan lui-méme, et M. B, Morin (qui m'a notamment
signalé 1'oubli d'un cas particulier, baptisé par lui "le Vésuve" ; il s'agit de la surface
correspondant au type II, chapitre VI, § 3).

Le principe de la démonstration est exposé au chapitre I. "I P O" gsignifie que tout
difféomorphisme de la sphére 83 peut se prolonger en un difféomorphisme du disque D4.
La voie suivie consiste & démontrer un théordme plus fort 3

(1) Le groupe des difféomorphismes de la sphdre orientée 83 est connexe.

On montre facilement {cf. §2) l'équivalence de (1) et de 1'énoncé suivant @

(2) Le groupe ¢ des difféomorphismes du disque orientée 1)3 est connexe.

On étudie @ en le considérant comme fibre de l'espace homogtne &/§, ol & est l'es-
pace des plongements, d'orientation positive, de D3 dans 33 H 8/9 est "l'espace des
3-disques de 33", et 1l'exactitude (démontrée par Alexander et Morse) de la conjecture de
Sch¥enflies différentiable pour s% montre (cfe §3) que B/ stidentifie & l'espace F/%,

"espace des 2-sphéres de !13". Soit ge la composante connexe de 1'élément neutre dans
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¢ ; montrer (2) revient & montrer :

(3) Le revétement @R = é/ge de JF/# est trivial.
Autrement dit, on doit montrer qu'il est possible de choisir continuement au-dessus de tout
é1lément de F/® un 3-disque de B> muni d'une classe d'isotopie de paramétrages ; (3)
apparalt ainsi comme une généralisation & un paramétre du théoréme d'Alexander-Morse, que
1'on peut énoncer ainsi :

(4) L'application bord : & — JF/® est surjective.
La démonstration classique de (4) consiste & montrer que 1'image de 1'application bord {qui
est visiblement ouverte) est dense dans F/® . On munit pour cela 1'espace R3 de la
fonction "cote" (projection sur le 3%me axe de coordonnées) et on utilise le théoreme
classique de densité de Morse pour montrer qu'on peut, par une petite déformation, mettre
toute 2—sphére de R3 en position générale par rapport & la cote. Mais pour pouvoir assurer
que toute section partielle donnée au-dessus d'un ouvert 1 de la base d'un revétement peut
se prolonger au-dessus de la base entiére, il ne suffit pas que W soit dense ; il faut
une condition plus forte, & savoir que le complémentaire de 94U soit de codimension stric-—
tement supérieure & un. La démonstration de (3) nécessite donc 1'étude jusqu'd la codimension
un de la stratification naturelle de 1l'espace des fonctions différentiables réelles sur une
variété (que le théoréme de densité de Morse ne décrit que pour la codimension zéro). Cette
étude est 1'objet du chapitre II. L'outil essentiel est le théortme de transversalité de
Thom, rappelé au §1. Les principaux résultats sont la description explicite des singularités
de codimension 1 (cf. les propositions 3 et 3') et la proposition 6 qui peut en gros
s'exprimer comme suit : "l'espace des fonctions possédant, outre des singularités génériques,
exactement une singularité de codimension un, est une sous-variété de codimension un de
1'espace fonctionnel." Le lecteur peut dans un premier temps se borner & prendre connaissance
de ces énoncés et de leur application (faite au § 3) & la subdivision de 1'espace IF/%.

Le chapitre III donne une démonstration détaillée du théortme d'Alexander—Morse. La

difficulté essentielle qu'on rencontre pour démontrer ce théordme (analogue & celle qu'on
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rencontre pour démontrer le théoréme de h-cobordisme de Smale) est la suivante. Il n'y a

pas en général sur un élément de ( F/%)° (espace des 2-sphires de R’ qui sont généri-
ques pour la cote) de couple col~sommet qui soit "primitif", clest-d~dire susceptible d'8tre
détruit par une déformation semi-locale de la surface. Comme dans la théorie du h-~cobordisme,
la méthode consiste & filtrer ( /% )O au moyen d'une "complexité", telle que les

éléments non triviaux de petite complexité contiennent nécessairement un couple primitif.
Mais alors que dans la théorie du h-cobordisme on diminue progressivement la complexité

par une suite d'opérations de caractdre semi-local, un tel procédé ne semble pas exister

ici j il est remplacé par la méthode, due & Alexander, qui consiste & décomposer une variété
en "somme" (ou "différence") de deux variétés de complexité plus petite.

Lt'étude approfondie de 1'addition d'Alexander et de son reldvement dans le revétement
R occupe le chapitre IV. Les propriétés de cette addition sont fondamentales pour la suite,
car ce sont elles qui permettent, au chapitre VI, la construction de la section qui assure
la trivialité de ® . Malheureusement, l'opération d'Alexander décompose tout 4lément de
(S5/% )o en "variétés avec arétes" ; d'olu un certain nombre de difficultés techniques ; la
solution adoptée pour les résoudre passe par une étude détaillée des "modeles de décomposi-
tion" et de "double décomposition" (ces derniers interviennent pour 1l'étude de l'associati-
vité). Dans une premidre lecture, on pourra se borner & faire connaissance des modéles
(§ 2), et & lire, au § 7, la définition d'un "moddle d'associativité", et 1'énoncé de la
proposition 2 et de son corollaire.

Le chapitre V est consacré & la construction "4 la main" d'une section o de R pour
les varidtés de petite complexité ; on utilise pour cela le lemme de suppression des
singularités primitives ( § 2, lemme 4) qui est la version, adaptée au probldme, du
"cancellation lemma' de Smale. Au chapitre VI, on prolonge cetie section, par récurrence
sur la complexité, d'abord & (3/36)0, puis & /% entier. Cette construction utilise

& fond les résultats du chapitre IV, notamment 1l'associativité de 1'addition.
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On trouvera rassemblés dans 1'Appendice divers énoncés relatifs aux fibrations des
espaces fonctionnels, y compris les complications techniques inévitables si on ne veut pas
se borner & dire que, lorsqu'il y a des arétes, tout se passe comme s'il n'y en avait pas.
On y trouvera également une démonstration du théordme de Smale sur les difféomorphismes
de 82, utilisé notamment pour montrer 1'équivalence des formes (1) et (2) du théordme

principal.



Summary *
by

N. H. Kuiper

In this paper the author px‘roves his theorem that any two differential structures on the
topological 4—sphere, both obtainable by gluing two 4-discs along their boundaries, are
diffeomorphic (I 4" 0). He does so by proving the theorems rro(Difi’ s3) = rto(Diff D3) =1,

where Diff M is the topological group of orientation~preserving diffeomorphisms of a diffe~

rentisl manifold M in the C —topology, and D° is the unit n-ball with boundary &
{

1
. n |
in R . :

The theorem T 4= 0 is crucial for the following reasons. Let the (natural) homomorphism
a Diff D° —s Diff Sn"1 have cokernel Fn = Diff Sn_1/1ma,ge @ e By the theory of Milnor
and Kervaire on the h—cobordism groups Gn of homotopy n-spheres, combined with Smale's
proof of the generalized Poincaré conjecture for dimensions n > 5, one has Gn = I‘n = the
"group of smoothings" of s* for n > 5, and much is known about I‘n for n £ 4 (e. ge
1"n =0 for n=1, 2, 3, 5, 6). The groups I'I1 play an essential r8le in the theory of
Munkres (following Thom), in which the obstructions to defining a smoothing on a combinatorial
manifold lie in cohomology groups with coefficients in I‘n, and in recent theories of B.
Mazur, M. Hirsch and others [‘se%, for example, R. Lashof and M. Rothenberg, Topology 3 (1965),
357—-388]. With the knowledge of” T 4= 0 it follows, for example, that every combinatorial
n-manifold admits a smoothing fdr n ¢ 7, unique up to diffeomorphism for n 6, and
these bounds are sharp in view o‘f the existence of different smoothingsof S'7 and the
exigtence of combinatorial B-manifolds whose homotopy type does not contain any smooth

1
manifold.

* Slightly modified version of Review No. 6641 a - d, Mathematical Reviews,
Volume 33, page 1126, concerning J. Cerf "La nullité de @ (Diff 53)".
Published with kind permission of N. H. Kuiper and the Mathematical Reviews,
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Before discussing the proof, I may remark that the author has recently obtained the
related result Ko(Diff Dn) =1 for n » 10 ["Isotopy and pseudo isotopy", unpublished ;
read at the Internat. Congress Math. Moscow, August 1966 ; for abstract, see Abstracts of
reports {Internat. Congress Mathe. Moscow, August 1966), pp. 41-43, ICM, Moscow, 1966].

The main ideas of the proof will now be indicated. Let Emb(M ' R3) be the space of
embeddings of a differential manifold (possibly with boundary and possibly with corners along
that boundary) M C B> into R°. Diff M acts by composition on the right on Enb(M,R3).
Then, one obtains a» fibration Diff M w—s Emb(M , R3) — Im M, where Im M is the
(quotient) space of M-images of Embeddings in RB. Set 9 = Diff DB, ge = the component
of the identity in &, &= Enb(D3 R R3), ® = pire s2, and F = Emb(s2 s RB). Then, one
has the fibrations §-—8 — &/Y, B —F — F/H and g/ge —_ @/ge — 8/9.
By the weak differentiable Sch&nflies theorem for 2~spheres (proved again in this paper),
the space of D3—images €/Y equals the space of Sz—images F/¥. Putting ﬁ/ge =8,
we have, with 9/¢ o = T (Diff n3), the fibration n_(Diff D’) — R L. F/®. since
€ is contractible B is connected, and so the problem is reduced to finding a cross~section
of the covering map p. This means that for every embedded 2-sphere, one must find an isotopy
class of embeddings of D3 all with that same boundary in R3.

In general, for a covering map C —s A and a subset B c A with closure B, there
exists a section over B extending a given section over B in case A is locally connected
and B is locally connected by arcs in A. In particular, this conclusion with B = A
holds in case A is locally arcwise connected, B is open and dense in A, and the space
2::1 (B) of paths in B is dense in the space }:1 (A) of paths in A for the topology
of uniform convergence. The author proceeds with the definition of such a B for the case
A= 8"/]@, such that, moreover, the required cross—section over B can be defined later.

For the definition of B = (F/%)° U (&/,76)1 and the proof of its properties, the author

uses Thom's transversality theorems, as well as the suxiliary space §; of differentiable
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functions 32 — R. Let the function which is the third coordinate in R’, as well as
its restriction to any embedded 32, be called height. Then (F/&)° consists of those
Sz—ima,ges on which the height is a non-degenerate differentiable function with all critical
points at different levels. (ﬂ/JGﬂ consists of those Sz—ima,ges on which the height
either is non—-degenerate with exactly two critical points on the same level as some other
critical point, or has exactly one degeneraste critical point, the function is of type
x2 + y3 there, and all critical points are at different levels.

Now one comes to the hard parts of the proof : the construction of the cross-section
of p over (5/36)0, and then over (8'—/36)1, which is a matter (not easy) of checking
the required properties.

For F ¢ (9/%)0, let i, be the number of saddle points on F with respect to

B
height. Let D be a horizontal disc at a non-critical height, with boundary 3D C F,

such that each component of F -~ 3D has at least one saddle point. Let jF be the minimal
number of components of D NF for all such D, or jF = 0 if no such D exists. The
pair (iF s jF) is called the Alexander complexity of F. An Alexander decomposition of
Fe(F/R )0 is defined by a horizontal 2-disc D with boundary 3D =D NF. It
determines two embedded 3-balls with corners along the edge 3D, whose difference or union
has F as boundary. For (iF N j}?) » (2, 0) (lexicographical order), there exists an
Alexander decomposition such that each of the above 3-balls can be rounded off to have

boundaries of complexity < (i Modulo the rounding off, the mein idea is now to

I
define the required cross-—section for increasing complexity, for iFl =0 or 1 directly,
and for (iF s jF) » (2, 0) by induction on the complexity. However, as an Alexander
decomposition gives rise to corners and as one necessarily requires independence of the way
in which one decomposes (here double Alexander decompositions are needed), the analogues

(gk, etcey, k =0y «.sy 5) of notions such as @ (denoted from now as go), ge’ g,

R for 1)3 are needed for each of six 3-dimensional "models" with horizontal edges,
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. . 2 2 2 2 2 2
obtainable from embeddings of {x1, Xyy Xy 1 (x1 + x, + xy = 2) or (x1 + x, + x4 €2
2

and x3 = 1)) in R3. There are five kinds of such embeddings, and a simple one is chosen

y X

of each kind to get 3-~dimensional models covering single and double Alexander decompositions.
An embedding f of I)3 into R3 can be considered as the "“sum" of its restrictions to the
northern and southern half-balls of D3. If the image of the equator disc is horizontal,

then this sum covers an example of an Alexander decomposition of F = f(3D3), From this ana-~
logous embeddings concerning other models, the author succeeds in constructing a commutative
and associative addition on & = Uz::o@k (defined, of course, only for suitable pairs).
The additivity of the required cross—section of p with respect to Alexander decomposition
in (%/%)° plays a key réle in the careful elaboration of these ideas. With the extension
of the cross—section of p now defined for (J‘k/%k)o (for X =0, 1, 2) over (c?k/xk)1,

the paper concludes, and the proof of the theorem is achieved.



Chapitre 1. La nullité de F4, généralisation du

théoréme de Schdonflies pour s°.

§ 1. Définition du groupe Tn ; énoncé du théoréeme.

Rappelons d'abord la définition des groupes Pn’ et quelques propriétés élémentaires

et classiques relatives & ces groupes.

+1)

On désigne par Diff s® (resp. Diff " le groupe des difféomorphismes de st

+
(resp. D" 1) qui conservent l'orientation. On munit ces groupes de la topologie c®.

z

On rappelle (cf. ﬁﬂ, proposition 2, p. 287) que, pour toute variété & bord compacte V,
le groupe des difféomorphismes de V est ouvert dans 1'espace de toutes les applications
de classe €° de V dans V qui conservent les relations d'incidence, muni de la topo-
logie c*® ; ce groupe est donc en particulier localement connexe par arcs, et méme par
arcs différentiables ; la composante connexe de 1'élément neutre dans ce groupe cofincide
donc avec sa composante connexe par arcs, ainsi qu'avec sa composante connexe par arcs

différentiables.

Lemme 1 (MILNOR ; cf. [2], p. 336). Quels que soient les éléments g et g' du groupe

Diff Sn, leur commutateur gg'g-1 g'_1 est dans la composante connexe de 1'élément neutre.

Démonstration. D'apreés le théordme d'isotopie pour les plongements des disques

* *
(cf. [2], proposition 7, p. 335), il existe g (resp. g' ) isotope & g (resp. g') et

* % * ¥
induisant l'identité sur 1'hémisphdre nord {resp. sud) de s®. Alors gg' =g' g ;



donc gg' est isotope & g'g.

Conséquence du lemme 1. Le groupe WO(Diff Sn) est abélien (c'est en effet le groupe

quotient de Diff st par la composante connexe de 1'élément neutre).

1

+
Lemme 2. L'image de 1l'application canonique an s Diff Dn — Diff Sn contient la

composante connexe de 1'élément neutre dans Diff s".

Démonstration du lemme 2. Soit h wun élément de cette composante connexe. D'aprés la

propriété générale rappelée au début de ce paragraphe h peut &tre joint & 1'é1é-
ment neutre e par un chemin différentiable, c'est & dire tel que l'application :
(1) $"x[0,1]5(x,t) =hxes
soit différentiable ; par un changement de parametre, on peut en plus faire en sorte que
1'application (1) soit tangente le long de s® x {1} 4 1'application (x , t) — x. Soit
T un voisinage tubulaire de s dans Dn+1 ; on identifie T & s® x [0 N 1] 3 on défi-
nit une application g de Dn+1 sur lui-méme en posant

glx , 1) = (ht(x) , t) pour {x , t) € s" x [0 ’ 1] ;

. . +
g = identité sur (D" 1

- 7).

+
g est un élément de Diff e 1 qui prolonge h ; donc h est dans l'image de @ -

Conséquences des lemmes 1 et 2.

1° L'image de l'application @ est un sous-groupe distingué de Diff Dn, et 1le
conoyau de a est un groupe abélien.

Par définition, le conoyau de @ est le groupe Fn+1'

2° (MUNKRES ; cf. [5], p. 522). Le groupe T

n+1 est canoniquement isomorphe au
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n+1

conoyau de 1'application to(Diff D) — to(])iff s.

Ceci posé, notre but est de démontrer le théordme suivant :

Théordme 1. Le groupe =« (Diff 83) est nul.

I1 résulte de la conséquence 2° ci-dessus que le théordme 1 a le corollaire suivant :

Corollaire 1. Le groupe P4 est nul.

Dans un autre ordre d'idées, le théordme 1, compte tenu de [3], a la conséquence
suivante @

Corollaire 2. Le groupe 'r3 {groupe des homdomorphismes de 83 sur 83) est canoni-

quement isomorphe & 13(80(4)).

§ 2. La nullité de T

4 ramende & un théordme d'existence de section d'un certain

revétement .
Dtapris la proposition 4 de 1'Appendice, le théoréme 1 équivaut &
(2) u:o(mff(n3 ; 8%) =0
(ol Diff(])3 3 Sz) désigne le groupe des difféomorphismes de > qui induisent l'identité
sur 82).
Notons g (resp. %) 1le groupe Diff D3 {resp. Diff SZ). Dtaprés le théordme 1
de 1'Appendice, 1l'application canonique a : & — & est une fibration localement triviale,
de sorte qu'on a une suite exacte :
(3) e % (G) — ® (B) — x (Dit2(D’ 5 5%)) — % (§) — % _(#) — ...

Du théordme 4 de 1'Appendice (théordme de Smale), il résulte que l'application composée
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’ri(SO(f))) — %i(g) — ‘Zi(%)
est un isomorphisme pour tout i > 0 ; donc :

1° =« (B) =0 ;

o

2° L'application : %1(9) -r‘xi(ﬁ) est surjective pour tout i » 1. Il résulte
donc de la suite exacte (3) que (2) équivaut &
(4) no(g) =0 .

On est donc ramené & montrer que le groupé g est connexe. Notons & 1'espace des
plongements dlorientation positive de D3 dans R3 ; de groupe § opdre & droite dans %,
et y définit une structure d'espace fibré principal de fibre §, de base notée &/ ;
cette fibration est localement triviale d'aprés le théordme 3 de 1'Appendice. Soit %e la
composante connexe de 1'élément neutre dans § ; on note ‘8/3e =® 3 il résulte du théo~
réme d'existence de sections locales utilisé au § 1 de 1'Appendice pour démontrer le théordme
3, que l'application canonique f—s 5/9’ est une fibration localement triviale ; sa
fibre 8§/ Se est discrdte parce que & est localement connexe par arcs ; fb est donc un

revétement surjectif de &/9 .L'espace & est connexe d'aprés la proposition 3 de 1'Appen-

dice ; done £ est connexe aussi ; or, d'une fagon générale, pour gu'un revétement connexe

soit trivial, il faut et il suffit qu'il admette une section continue. Dans le cas présent,

It

la trivialité de & équivaut & § se’ donc & (4) ; par conséquent le théordme 1

équivaut au suivant :

Théordme 1'. Le revétement R = &/9 o de 8/Y admet une section continue.

Remarque 1. L'espace &/Y est 1l'espace des sous—variétés différentiables de 83 qui



sont difféomorphes & D3. On 1'appellera pour simplifier "espace des 3-disques de 33“.
f ~est 1' "espace des 3-disques de 83 munis d'une classe d'isotopie de paramétrages".
Remarque 2. Soit plus généralement gn le groupe Diff Dn, et soit gn‘e la compo-
b4
sante connexe de 1l'élément neutre dans gn. Soit &n 1ltespace des plongements d'orienta-
tion positive de D" dans R® ; soit B = & /9 . L'application canonique & _ — R
n n’ “nje n n
est une fibration localement triviale d'aprés le théoreme 3 de 1l'Appendice ; on a donc
une suite exacte :
% ® .
{3) 1(1(%11;9) — 1( &n) — ‘K1( n) — 0
D'aprés la proposition 3 de l'Appendice, 1l'application composée des applications
canoniques ¢
4
Ki(SO(n 1)) — %i( gn;e) — Ii(ﬁn)
est un isomorphisme pour tout i » O ; donc 1'application zi(gn.e) —— ki( 8n) est
3
surjective ; donc, d'aprés la suite exacte (5), 161(0?,n) = 0. En particulier (pour n = 3),
’171((3) =0 ; or le théortme 1, sous la forme 1', affirme que R s'identifie & &/¥ ;

le théoréme 1 a donc le corollaire suivant :

L'espace des 3-disques de R’ est simplement connexe.

+
§ 3. Espace des (n + 1)-disques et espace des n-sphéres de " 1.

Le but de ce paragraphe est de domner une interprétation nouvelle de l'espace ¥/9
qui intervient dans le théoréme 1'.

Notations. On note (resp. % le groupe Diff ! , (resp. Diff S°) ; on
—_—— G a1 n



1 1 1 3 . 1 4 .
note an 1'application canonique gnﬂ e Zn 3 on note %n 1'image de @ ;on

| - 1 -
rappelle (cf. § 1) que %n/%n = l"n+1. On note én+1 (resp. 3'"11) 1tespace des plon

g
gements de Dn1 (resp. Sn) dans Rn+1 qui conservent l'orientation ; on note Py

1'application canonique @& — F s

- n 8n+1 et Xén opérent & droite dans & et

n+1

511 respectivement, de fagon compatible avec @ et 6n. On convient de noter e 1les

éléments distingués respectifs de %n 1 (é1ément neutre), 2 (plongement naturel

n+1

+ +
de D™ dans Rn1) 8n+1/8 % , etc. L'espace quotient [ (resp.

n+’? n+1 /8 n+l

o+
in/Jgn) est 1'espace des (n+1)-disques (resp. des n-sphdres) de R ', On note Y,

1'application "bord" canoniquement définie par la condition de rendre commutatif le

diagramme suivant, oll les deux suites horizontales sont exactes

n’%n

8i 1l'application (3n (resp. y’n) est surjective, on dit que la conjecture de

Sch¥nflies différentiable forte (resp. faible) est vraie pour la sphire s,

Soient £ et f' deux éléments de &n+1 tels que Yo P = yo pn+1.f' .

Dn+1) de f et

. . . . +

D'aprés 1'invariance du bord par plongement, les images £(D" 1) et £7(
N : pps . 4+

f' coIncident ; f' est donc de la forme f o g, ol g est un difféomorphisme de " 3,

qui conserve nécessairement 1'orientation, puisque sa restriction & s" 1a conserve H

on peut donc énoncer @
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Lemme 3. Si deux éléments de % ,. ont méme image por y o0 P _,., ils ont méme
image par P4 § en particulier, y o P et 1 ont méme novau.

Le commutativité du diagramme ci-dessus a alors les conséquences suivantes @

10) Ltapplication Yn est injective.

20) La surjectivité de rbn entrafne trivialement celle de Yp 3 compte tenu du lemme
3, elle entralne aussi celle de o . Réciproquement, la surjectivité de @ et Tn
entraine celle de ﬁn (car 1'image de 8 est saturée pour les opérations de £I'1 y
done, si @ est surjectif, pour celles de .;Gn). On peut donc énoncer

Pour gque la conjecture de Schinflies différentimble forte soit vraie pour Sn, il

faut et il suffit que la conjecture faible correspondante soit vraie, et gue I‘n+1 = 0(1)

30) D'aprés les théortmes 1 et 3 de 1l'Appendice, les applicetions 8, et qa, sont
des fibrations localement triviales ; donc 1l'application b est ouverte.

o L - . 13 A

4) L'image de Yo est celle de q, ° ﬁn ; or, l'image de I est un fermé de 'Tn'
saturé pour les opérations de ggr'l, donc son image dans e‘Fn/ 3'81'1 est fermée ; é‘n/ % I’l

> rd : . + = 3 13
est fibré sur &'n/ ygn, de fibre I‘n+ 3 done si T est fini, l'image de Yo est

1 n+i

fermée. Comme en plus & est connexe, on peut énoncer :

n+1
. - ‘e
Si l“n_‘_1 est fini, 1'image de ¥n est la composante connexe de e dans 3-'n/¢76n.

La dimension qui nous intéresse ici est n = 2 ; or, S. SMALE a démontré que I'3
est mul (cf. 1'Appendice, corollaire 3 du théoréme 4). Reprenant les notations du § 2

(ctest & dire &, §, & , # pour 83, $ 4 52, 4'@2), on déduit des propriétés

(1) Rappelons que S. SMALE (cf. [8]) a démontré l'exactitude de la conjecture de Schonflies
différentiable faible pour toute sphire s* telle que n %> 4.



ci~dessus le lemme suivant ¢

Lemme 4.

10) ”2 est un homéomorphisme de 1'espace &/9 des 3-disques de R3 sur la

composante connexe de e dans l'espace &/# des 2-sphéres de R3 ;i R= g/ge

s'identifie & un revétement connexe (& priori non surjectif) de F/®.

20) Il y a équivalence entre les quatre propriétés suivantes

(i) La conjecture de Schonflies différentiable faible est vraie pour S2 H

(ii) la conjecture de Schonflies différentiable forte est vraie pour 82 ;

(iii) Y, est un homéomorphisme de &/8 sur &/% ;

(iv) ® s'identifie & un revétement surjectif de &/&.

L'exactitude de la conjecture de Schonflies pour 82 est un résultat classique :
la conjecture combinatoire a été démontrée par ALEXANDER [1], et la conjecture différen-
tiable par MORSE et BAIADA [4]. Il résulte donc du lemme 4 que le théortme 1' est équiva-
lent au suivant :

Théortme 1". Le revétement R= g/%e de l'espace /% des 2-sphires de B

admet une section continue.

Dens les chapitres suivants, nous démontrerons le théoréme 1" par une méthode qui
est une généralisation de celle utilisée par Alexander et Morse pour démontrer la conjec—
ture de Schionflies pour 82. Nous serons conduits & donner au passage la démonstration

détaillée du théordme d'Alexander-Morse (chapitre 3, 55).

§ 4. Généralités sur le prolongement des sections d'un revétement.

Le but de ce paragraphe est de démontrer un lemme de prolongement, le lemme 6,
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gréce auquel, pour démontrer le théordme 1", on pourra se borner & construire une section
continue o au-dessus d'une partie convenable de F/# ; le lemme 5 sert & établir le
lemme 6.

Définition. Soient @ un espace topologique, # une partie de & . Soit x € A ;

on dit que B est localement comnexe par arcs dans & en x si, pour tout voisinage U

de x dans &, il existe un voisinage ¥ de x dans & +tel que tout couple de
points de Y N®B puisse &tre joint par un chemin continu de U NG,

8i cette propriété a lieu pour tout x € &, on dit que @ est localement connexe

par arcs dans &.

Lemme 5. Soient & un espace topologique, et @3 wune partie de & . On suppose que :

(1) & est localement connexe ;

(2) B est localement comnnexe par arcs dans & .

Alors, si R est un revétement de &, toute section continue de ® au—dessus de

3 se prolonge en une section continue de # sau-dessus de l'adhérence £ .

Démonstration. Soit x € @3 ; d'aprés (1), il existe un voisinage ouvert connexe 9L
de x dans &, assez petit pour que le revétement @ soit trivial au—dessus de U.
Dtaprds (2), il existe un voisinage ouvert ¥ de x dans &, contenu dans U, et
tel que deux points quelconques de VY N  puissent &tre joints par un chemin contenu
dans 9% . Donc, si ¢ : B — B est une section continue, ¢ applique ¥ N ® dans
1'un des feuillets (comnexes) de f au-dessus de U ; il existe donc une section continue,

et une seule, de ® au-dessus de U s qui prolonge la restrictionde ¢ & Pn@,
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et par suite ¢ se prolonge par contimuité & ¥ N B . Ce résultat étant valable au
voisinage de chaque point de @, le lemme est démontré.

Lemme 6. Soient @& wun espace topologique, et B une partie de & . On suppose que :

(1') & est localement connexe par arcs ;

(2') ® est ouvert et dense dens & ;

(3') 1l'espace 2:1((5) des chemins continus de (3 est dense dans 1l'espace 21(&.)

des chemins continus de &, pour la topologie de la convergence uniforme.

Alors, si @ est un revétement de @, toute section continue de @R au-dessus

de @ se prolonge en une section continue de # au-dessus de Q.

Démonstration. On se ramdne au lemme 5 : puisque 8=-4a d'epres (2'), il suffira
de montrer que la condition (2) du lemme 5 est remplie. Or, d'aprés (1'), tout x € &
possdde un voisinage ouvert U, connexe par arcs ; on va montrer que U NB est
connexe par arcs. Soient x', x" € YU N@B ; d'apreés (1'), il existe un voisinage ¥ '
de x' et un voisinage ¥ " de x", +tous deux connexes par arcs, et contenus dans
U NGO (qui est ouvert & cause de (2')). Puisque 9 est connexe par arcs, il existe
un chemin continu f, contenu dans U, d'origine x' et d'extrémité x". D'aprds (3')
il existe un chemin continu g, contema dans UNB, dont l'origine y' est dans P!
et dont 1l'extrémité y" est dans ¥ ". Comme y' peut &tre joint & x' par un chemin
contemu dans ¥P', et y" & x" par un chemin contenu dans P", on voit qu'il existe

un chemin conteru dans U n®H d'origine x' et d'extrémité x".

Q. E. D.



Chapitre II. Singularités de codimension 1 des fonctions

différentiables réelles définies sur une 2-variété.

Application : Subdivision cocellulaire de 1'espace

des 2-sphéres de R3.

Le but de ce chapitre est de définir et d'étudier un sous—espace de l'espace §F/%
des 2~sphdres de R3 ayant les propriétds (2') et (3') du lemme 6 du chapitre I. I1 faut
pour cela commencer par faire un travail analogue sur l'espace des fonctions 82 > R 2

c'est 1'objet du §2. L'outil essentiel est le théoréme de Thom rappelé au § 1.

§ 1. Les théordmes de transversalité de Thom (cf. [7] , exposé 6, théordmes 5 et 6).

Dans tout ce qui suit la variété W est supposée compacte ; on note Hom(W , M) 1l'espace
des fonctions € ¢ W-—s M, muni de la topologie C  ; on note Jr(w s M) 1'espace des
r-jets de W dens M.

Théordme de transversalité local. Soient W et M deux variétés de classe Coo;

soit r un entier >0 ; soit N une sous-variété stratifiée de Jr(V , M) L'ensemble

(r)

des applications f, de classe Cm, de W dans M, dont la r-idme dérivée f est

transversale sur N, est un ouvert partout dense dans Hom(W , M).

Théordme de transversalité au but. Soient W et M deux varidtés de classe c®; soit

r un entier 3> 0 ; soit n un entier »2 ; soit 0 wune sous-variété stratifiée de

(3" (W , M)™ ; on note Zn la partie de (I (W, M))" formée des points dont les n
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composantes sont toutes distinctes (par exemple, Z:z est le complémentaire de la diagonale

de (IF(W, M))z). L'ensemble des applications f, de classe c¢®, de W dans M,

telles gque la restriction de (f(r))n A Z:n soit transversale sur Q, est partout dense

dans Hom(W , M),

Une application classique de ces théorémes est la démonstration du théordme de Morse
sur l'approximation des fonctions réelles. Soit W une variété compacte, et soit M =R ;
on applique le théordme de transversalité local avec r = 1, en prenant pour N le sous—
espace de J1(W , R) formé des jets correspondant & une dérivée nulle ; on trouve ainsi
que l'ensemble des fonctions n'ayant qu'un nombre fini de singularités, toutes du type de
Morse (i. e., la dérivée seconde est de rang maximum) est un ouvert partout dense de
Hom(W , R) ; conformément & la terminologie de Thom, de telles fonctions seront appelées
correctes. On applique ensuite le théoréme de transversalité au but, avec r =1 et n =2,
en prenant pour Q 1'intersection de N x N avec 1'image réciproque de la diagonale
de R xR ; on trouve ainsi que 1'ensemble des fonctions excellentes (au sens de Thom)
est dense dans Hom(W , R) ; une fonction excellente est par définition une fonction correcte
dont toutes les valeurs critiques sont distinctes. Par ailleurs, il est clair que 1l'ensemble
des fonctions excellentes est ouvert dans l'ensemble des fonctions correctes ; c'est donc

un ouvert partout dense de Hom(W , R).

§ 2, Singularités de codimension 1 des fonctions différentiables réelles définies sur

une variété compacte de dimension 2.

On désigne par V une variété différentiable compacte de dimension 2 et par ¥
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1l'espace Hom(V , R) des fonctions réelles de classe Cm définies sur V, muni de la
topologie c®. Onnote %° 1le sous—espace de % formé des fonctions excellentes ;
d'apres le § 1, 3\‘30 est un ouvert partout dense de ¥ ; mais l'espace des chemins
21(:7&0) n'est certainement pas dense dans 21(343), car, en raison de la stabilité des
singularités de Morse, tout chemin continu Yy dans :}go est tel que pour toute valeur
du paramdtre A, Yy & le méme nombre de singularités. On est donc amené & se poser la
question suivante t quelles singularités un sous—ensemble partout dense de 21(55) doit—-il
nécessairement rencontrer ? L'ensemble des chemins différentiables dans J& étant dense
dans 21(55), on est conduit & chercher la "forme générique" d'un chemin différentiable
dans J} , et, pour cela, & appliquer les théordmes de Thom dans les conditions suivantes :
onprend W=VxI, M=R, 1t =2, Comme dans 1'exemple précédent, on applique successi-
vement les deux théorémes de Thom.

Premiers temps. Application du théordme de transversalité local & la correction d'un

chemin différentiable dans .

On prend pour N 1le sous—espace de JZ(V xI , R) formé des jets qui vérifient
les deux conditions suivantes : nullité de la dérivée partielle premidre par rapport &
V, abaissement du rang de la dérivée partielle seconde par rapport & V x V. Considérons
une carte locale, définissant les coordonnées (x , y) dans un ouvert U de V, diffé-
omorphe & Rz. Ltapplication qui & tout point ((x , y) , A) € UXI et & tout chemin
différentiable £ dans ¥ associe le point

2 10
(X 3 ¥ 9R9 2 3Py Qs psTysst,9,E,p) EROXIxR



- 14 -

défini par les équations ¢

z=2(x,y, )
of of of
P=gm(®sys2) 5 a=g(x,5,2) 5 w=g50E,y,2)
(6) 2 2 2
£ f f
r=L(x,y,A) H S=—(x,y,k) 3 t:a_(x,y,)‘)
2 oxdy 2
ox 3y
2 2 2
£ 3t ?f
\9 =axax(x y ¥ ’A) ’ § =Dy A(x ? y ’ A) H P =a_A§(x ] y ,A)

définit un difféomorphisme de la partie de J2(V xI,R) située au-dessus de U, sur
2 ‘ 10 . 2 .
R XI xR . Pour ce systime de coordonnées locales de J(V xI , R) , 1la restriction

de 1l'application f(z) 4 WUxI est définie par

f(z)(x,y,)\)=(x,y,’A,z,p,q,p.,r,s,t,v,g,p)

ol z 4P, q, etce sont définis par les équations (6). Notons d'autre part N'U. la
partie de N situde au-dessus de U ; les équations de N‘LL dans le systéme ci-—dessus
sont @

p=20
(7) q=0

rt — 52 =0 3
autrement dit, N, = zp'1(o), ol y est 1'application :

2 10 2 3
RPMxIxR D(X,y,l,z,p,q,---)-——y(p,q,rt—s)éa .

La stratification de Nu est la suivante : les singularités de N‘lL sont les points
ou l'application Y est de rang <3, c'est & dire ceux ol 1'on a 3
r=s=%t=0 $

elles forment une sous—variété de codimension 5 de R2 xIXx R10 ; d'apres le théordme
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(2)

de transversalité local, l'ensemble des fonctions f, +telles que l'image de f ne

rencontre pas cette sous-variété, est un ouvert partout dense de ¥ . On peut donc se borner

(2)

& écrire la condition de transversalité de £ sur N aux points non singuliers de N,.

En ces points, y est de rang 3, de sorte que la condition de transversalité n'est autre

(2)

est de rang maximum en tout point ((x , y) , A) € UxI tel que

que t Yy o f

Pp=g=r1t- s2=0 [p 3G, T, s et t &tant définis par les équations (6), de sorte

que ce sont des fonctions de (x , y , \) ]. Cette condition peut encore s'exprimer comme

2
Dp,q, rt -5}
Dh‘:Yr)k)

suit t le déterminant fonctionnel est # 0 en tout point ol

Pp=q=1rt— 52 = 0. On notera que l'expression ci-dessus de la condition de transversalité

a é1é obtenue dans une carte locale arbitraire ; ceci justifie la définition suivante :
Définition 1. Soit f un chemin dans J& ; on identifie £ & 1'applicationde V x I

dans R qui lui est associée. On dit que f est correct s'il est différentiable, et si

pour un systdme de coordonnées locales (x , y) de V (pour lesquelles on pose :

of of R
5 =P et P q) les fonctions

D(P;‘l)
D

P,sq E(P:‘l) (P,q;D(x’y)
' ’D(x)ﬂ, D{X,_Y,k)

ne stannulent jameis simultanément.
De ce qui préceéde et du théoréme de transversalité local résulte la proposition
suivante 3

Proposition 1. Les chemins corrects forment un ouvert partout dense dans l'espace des

chemins différentiables & valeurs dans J6, muni de la topologie c® des applications de

v X 1 dans R.
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Etude d'un chemin correct. Soit £ & A s fA un chemin correct dans X% ; on lui

associe les deux courbes suivantes
- l'indicatrice J de f : c'est la partie de V x I formée des (v , A) tels que
v soit un point singulier de fk'
- le graphique de f : c'est 1'image de l'indicatrice par l'application
y (3,0 — 0, fx(v)) ; c'est la partie de I x R formée des (A , z) tels que =z
soit valeur singulidre de f.}‘.
Ltétude se fait & 1'aide de coordonnées locales (x , y) de V ; les notations

P,a,s,r 48, t sont celles définies par les équations (6) 5 on pose en plus @

D(Py‘l)=rt'_ 2=6 . g(i»;;i)zw.
(’ n)

Les égquations locales de 1l'indicatrice sont :

P(x’y,)\)»‘:O
(8) .

alx , y,2) =0
10) Sur 1'indicatrice, & et (@ ne s'annulent jamais simultanément ; donc la matrice :

@ o
ax v ai
2 2a 2
x oy aA

est toujours de rang 2. Donc 1l'indicatrice est une courbe sans singularité ; dans chague

systime de coordonnées locales, les surfaces p(x , ¥y 5 A) =0 et q{x , 5y ,2) =0 se

coupent transversalement le long de 1'indicatrice.

2°) La surface 8(x , y , A) = 0 est transversale & 1'indicatrice j; elle la coupe

donc en un nombre fini de points ; ce sont les points & tangente horizontale de 1'indica-
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D(p , Cl)

trice. En un tel point, ®© est non mul ; donc 1l'un au moins des déterminants
p s H 5?;‘; A)

Xp , a) .4 P a) ,
. . 1 1
et D(», x est non nul ; supposons que ce soit O, ) on peut alors résoudre les

équations (8) au voisinage de ce point, et en tirer x et A en fonction de y ; il

sera plus commode de prendre le paramétre u, nul & l'origine, et défini par la condition :

du 1
_— = e Ona:
dy Dp,q
i\, x)
2
ax ax  as
(9) m=% i ZTm-9
du

Comme ®@ ne peut s'annuler en un point & tangente horizontale de 1'indicatrice, on en

déduit :

L'indicatrice est une courbe correcte relativement & la projection de V xI sur I.

En particulier, au yoisinage d'un point & tangente horizontale, 1'indicatrice est d'un seul

c8té du plan tangent horizontal.

30) Etude de la singularité présentée par la fonction f}« en un point (x , y) tel

que (x , y , \) soit un point 3 tangente horizontale de 1'indicatrice. @ étant non

D(q 3y 6)
D(x , ¥y)

D(p , 5)
D(x 3A§7

nmul en un tel point, 1'un au moins des déterminants et est non nul ;
il en résulte qu'au point (x , y) la fonction f," vérifie les conditions suivantes @
(i) 1a dérivée premidre est mulle ;
(ii) la forme quadratique des dérivées secondes est de rang 1 ;
(iii) la forme quadratique des dérivées secondes et la forme des dérivées troisidmes sont

premidres entre elles.

Mise sous forme canonique de cette singularité (a4 1'aide de difféomorphismes locaux

de la source V). On suppose A =0 et (x,y) = (0, O). D'aprds (i) et (ii), on peut
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supposer :
Bfo Bfo azfo azfo 321‘0
—=—(0,0)=—(0,0) = (0,0)= (0,0 =0 ; (0,0) =2
ox ay oxdy ayz ax2
La formule de Taylor donmne alors :
fo(x ] 3’)
2 1 3 an0 2 asfo 2 aafo 3 33fo (1 - t)z
=x" + J. [y 3 {tx, 5y )43y x {(tx by )+3yx 2(‘bx,ty)+x 3(tx,ty)] — dt.
0 ¥ dy 8x dydx ?x

Donc fo peut s'écrire @
2 2 2 3
£(x,y) =x"+a(x, )y + Ja,(x 5 Y)Y x + 38,(x , y)yx" 4 ay(x , y)x

. 0 . .
ol 8,28 > 8 et a, sont des fonctions de classe C  ; en particulier @

2 3
1 33fo “a - t)z
a.o(x y Y) =J —3—(tx y t) -3 at
0
1 azf
de sorte que ao(O s 0) = 3 g(O , 0) ; donc, d'aprés (iii), a,o(O s 0) est non nul ;
oy
de sorte que les équations :
X=x
(x5 ¥)
1/3 B
Y-—(a—o(x9Y)) (y+a.x,yx)
o

définissent un difféomorphisme local qui raméne £ & la forme :
fo(X y Y) =X2+!'3+b(x y I)Ix2+c(x, 1r)x3 .

Par le difféomorphisme local défini par les équations ¢

]§=xx/1 +b(X , I)T +c(X, I)X

-

fo prend alors la forme

t(5,) =8+ .
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En résumé : en un point (x , y) tel que (x, y , A) soit un point & tangente

horizontale de 1l'indicatrice, f, présente une singularité du type f, (x5, ¥) = x2 + y3.

40) Etude locale (& la source) de 1l'application Y l'indicatrice sur le graphique.

Soit (xo » Vg xo) un point de l'indicatrice, il lui correspond le point ("Ao ’ f?\ (xo,yo))
)

du graphique ; deux cas sont & distinguer

a.le tangente & 1'indicatrice au point (xo s Y, }\O) n'est pas horizontale ; on
peut alors prendre A comme paramétre local sur 1l'indicatrice ; par conséquent 1'applica-

tion y est au voisinage d'un tel point un plongement, dont 1'image dans le plan des

b. La tangente & 1'indicatrice au point (xo » Y, 1,0) est horizontale. (D'apres

0 . . iz
le 27, ceci correspond au cas ol (x0 3 yo) est une singularité non de Morse pour

f , et n'a lieu que pour un nombre fini de points.) On suppose que xo =y =%x =0,
0

et on note (xo » Yy 0 ?\o) = 0. On note :

=]
4
>
b
=)
>
-
M
n

Comme au 20, on suppose Dz(O) # 0, ce qui entraine r{0) # 0 ; le graphique est défini
localement en fonction du paramétre u du 20, par les équations :

A= Alu)

z = flx(u) , ylu) , Au)) .

Les notations r , s, t, p, v, §, p qu'on va utiliser sont celles définies par
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d;
les équations (6) ; on notera qu'on a identiquement d_111) = d_g =0. Ona:
dz _DIf, p,q)
—_ = - = + H
du DX, v, ) pD1 N qD2 we !

o _a, WAy g .
2 du pdu LT du ’

(10)

o8]

+ B

D'ol

dz
E(o) =0 ¥

2
(0)—#(0) (0) ;
du

3
S20) =2 FO)D (0)+»(0) 20) .
du

Donc, compte tenu de (9) :

2 3 2

L20 G| |20 S0

du du du 2 d

2 3 = 2 |= %@ (0) (o)
d =z 4" =z 2du. v
—5(0) —5{e) v-(o) (o) (o) (o) +w(0) (0)

du du

et cette derniére quantité est non nulle car ¢

EE. D(P')P’Q)
du sz,y,k)

H un <
W o+
<% I o

et par conséquent @
D (0)

Ty A0 -

On peut énoncer : si (x0 » Y, o )‘o) est un point & tangente horizontale de

d
=(0) = -

1'indicatrice, l'application Y & en ce point un rebroussement de premidre espece ; et

la tangente au graphique au point X(xo » Y, o ;\o) n'est pas paralldle & 1l'axe des z.
En rassemblant les résultats de (a) et {b), on obtient le lemme suivant :

Lemme 7. Soit f un chemin correct dans X% .

10) Le graphique de f est une courbe différentiable de I x R (ol les coordonnées
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sont A et z) ayant des singularités de deux sortes :

— des points de rebroussement de premidre espdce, en nombre fini ;

~ des points multiples d'ordre fini (c'est & dire qu'en chacun de ces points se

croisent un nombre fini de branches ; mais le nombre de ces points peut &tre infini).

En outre, la tangente & une branche du graphique n'est jamais paralléle & 1'axe des z.

—— —

20) 1l existe un voisinage Yy de la diagonale A 2 de 1l'indicatrice tel gue
J

}’2(? - a 2) ne rencontre pas la diagonale de (I x 8)2.

Etude du voisinsge d'un chemin correct.

Lemme 8. Soit J une variété compacte de dimension 1 ; on note £ l'espace

des fonctions de classe c®: g —+R2, qui sont de rang 1 gsauf en un nombre fini de

points, en lesquels il y a rebroussement de premidre espece, ef soit y€ £ . Soit P

un voisinage compact de la diagonale A , 7 50it ¥ un voisinage (dans (82)2) de
J

}’2(? - A 2) n A 2.2° Il existe un voisinage A de y dans £ tel gue, pour tout
3 (B%)

e U,
.2
7(FP -8 2)nA22¢
g (Rr)
Démonstration. On se raméne immédiatement & une propriété locale de la singularité
"point de rebroussement de premidre esptce” : soit ¢ une injection de classe c®
[0 ’ 1] -—»Rz, ayant un rebroussement de premidre espéce au point 1/2, de rang 1
ailleurs ; toute application q' suffisamment voisine de ¢, et ayant un point de rebrous-

sement, est injective, {Pour montrer ceci, on peut soit étudier un voisinage de ¢ dans

Hom( [0 ’ 1] N Ra) ; soit faire une démonstration directe & 1'aide de la formule de Taylor.]
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Proposition 2. Soit f un chemin correct dans K ; soit { un voisinage suffisamment

petit de f dans I-Iom(S2 xI,R).

10) L'application gui & f' € U associe son indicatrice J' est une application

continue de U dans l'espace (muni de la topologie définie au théoréme 3 de 1'Appendice)

des sous-varidtés de V x I difféomorphes & o . De méme l'ensemble des points & tangente

horizontale de J' (en tant que sous-variété de dimension zéro) varie continuement en

fonction de f'.

20) Pour tout voisinage }‘,a de 1'ensemble des points de rebroussement du graphique de

f, on peut choisir W de fagon que pour tout f' € W 1'ensemble des points de rebrousse-

ment du graphique de f' soit contenu dans xrx'

30) I1 existe un voisinage W de la diagonale A de (V x 1)2 tel que pour tout

(£, }\) € wxI, f;‘ n'ait pas de couple de points singuliers, distincts, voisins d'ordre

W, ayant méme valeur singulidre.

40) Pour tout voisinage % de 1'ensemble des points doubles du graphique de f,

R

on peut choisir Y de fagon que pour tout f£' € U , 1'ensemble des points doubles du

graphique de f' soit contenu dans xﬁ.

Démonstration. On supposera que U est contenu dans 1'ensemble des chemins corrects,
ce qui est possible d'aprés la proposition 1.

10) D'aprés la propriété 1° (resp. 20) des chemins corrects, 1l'indicatrice d'un chemin
correct f' (resp. l'ensemble de ses points & tangente horizontale) est définie comme
1'intersection de deux (resp. trois) surfaces transversales, qui varient continuement en fonc-

tion de f£'. D'ou le 1°.
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20) D'apres le théoréme 3 de 1'Appendice, et le 1° ci-dessus, il existe, si W est

assez petit, une application continue qui & f' € U associe € DJ'.:(’f(S2 x I), telle

€1
que

8p = identité

go(J) = 3"

1 met en correspondance les points & tangente horizontale de J et de J'.
L'application x de J sur le graphique de f est la restriction a J de 1'appli-

cation Y de S2 X I dans I x R définie par 3

Y(x,y,k):()\,f(x,y,x);
de méme x' est la restriction & J' de l'application ?’, voisine de ?. Donc
1'application }’" = y’ ° g | J est voisine de y i or les points de rebroussement
du graphique de f (resp. f') sont les images par Y (resp. f") des points & tangente
horizontale de J. D'olu le 20.

30) I1 existe d'apres le 2° du lemme T un voisinage ¥ de la diagonale A 2 de
J

32 tel que y’z(? -A 2) ne rencontre pas A on choisit un tel ¥ qui soit
J

(IxR)2 ’

en plus compact. D'aprés le lemme 8, on peut choisir 1L de fagon que pour tout f£' € U,

(X-' ° g4, l 3)2(?—A 2) ne rencontre pas non plus A e« Soit W un voisinage

g (1xR)
de la diagonale A de (82 X 1)2 tel que, pour tout f£' € U, on ait :

2

2 2
Wngt=(g,)(¥)
(un tel W existe si U est assez petit ; car si d désigne une distance sur 82 x I,

et si € > 0 est tel que ¥ contienne tous les couples de points (u1 ’ u2) tels que

0 2 .
d(u1 , u2) ¢ €, alors dés que g,, est assez petit au sens c, (gf') (¥) contient
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tous les couples (u1' ’ ué) tels que d(u1' R ué) & €/2). On a alors @

'2 . '2 - 2 »
wo (J -Ag'a)-(wnv )-Agtz-mf,)(s’-Agz) ;

de sorte que 3

)‘(Wn(J'Z-—A 2)) = (§' o g, 13)2(’?-132) 3
J' J
par conséquent Y(W n( 3'2 - A 2)) ne rencontre pas A
3* (IxR)

o Dlolile 3°.

40) On applique le lemme 8, avec J, ¥ et ," 0 8oy dans les r8les respectifs

p
de ¥, ¥ et g

Deuxidme temps. Applicatfon du théordme de transversalité au but : chemins excellemts.

On note No la partie de J2(V xI, R) définie en coordonnées locales par les équations
(11) p=gq=0.

Ona:Nc No’ puisque N est défini par (7).

On désigne par = (resp. 7% ) la projection de J2(V xI , R) sur la composante
I de l'espace source (resp. sur l'espace-but R). On note A n la diagonale de 1
{ensemble des points ayant toutes les coordonnées égales) ; 1rn est la projection de

(J2 (vxI,R) )n sur IV canoniquement définie par 7 ; mnotations analogues :

n

A 2 xn. La notation }:n est celle définie dans 1'énoncé du théordme de transversalité
R

au but (avec r = 2). On pose
(an)n;gz(/s )n-12(./_\ ) =P
o "o 2 X 72 )
Définition 2. On dit qu'un chemin dans X est excellent s'il est correct, et si en

plus, les conditions suivantes sont simultanément vérifides 3

1) La restriction de f(z) X f(z) & 22 est transversale sur P ;
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1

2) La restriction de f(2) x f(z) & Zz est transversale sur (N x N)Nrx 2(A 2) ;
. I
3) La restriction de f(2) X f(z) X f(z) & ZS est transversale sur
15 -1,
(N x N x N)n = (Ala)n X (ARa) ;
-1
4) La restriction de f(z) X f(z) X f(z) Y }:3 est tramnsversale sur (PxN)n « 3(A 3) H

I

5) La restriction de f(z) X f(z) X f(z) X f(z) A 24 est transversale sur

..14
PxP)nxn"(a WL
1

Description d'un chemin excellent. On note 61 {respe Cz, etc.) 1l'ensemble des chemins

corrects vérifiant la condition (1) (resp. (2), etc.) de la définition 2.

(2), 4(2)

Description de C1o La source de f g est de dimension 6 ; P est défini par

les six équations indépendantes 1

p=p'=0

Ja=a =0
(12) 3

A=A

\ 2z = z' .

Supposons f € C,‘ 3 11 résulte en particulier du théoréme de transversalité au but que

pour tout voisinage W de la diagonale A de (82 X 1)2, 1'image de la restriction de
f(z) X f(z) au complémentaire de W rencontre P en un nombre fini de points. Or, d'apres
le 3o de la proposition 2 (qu'on utilise dans un cas particulier simple qui est une consé-

quence immédiate du 2° du lemme 7), on peut choisir W de facon que l'image de la restric—

tion de f(z) x f(z) au complémentaire de A ne rencontre alors P qu'en un nombre fini

de points. La condition de transversalité en ces points s'éerit @

D(Pn(lyP' y q' ,)\—)\',z-—z') ;éO
Dx , ¥y, Ay x' , 5", A")
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c'est & dire

D(z' , p',q") Dz, p,q)
13 ) A 2 2 - &(x! rt,N Lot 0.
(13) (x,y5, )D(x',y',x') (x' , 5y, )D7-—_—7x,y,7\ #
Le fait que l'image de la restriction de f(2) X f(z) au complémentaire de A ne

rencontre P qu'en un nombre fini de points se traduit sur le graphique par le fait que
celui~ci n'a qu'un nombre fini de points multiples. Il reste & interpréter (13) ; on rappelle
que des équations paramétriques du graphique sont :

A = A(u)

z(u) ;

N
It

compte tenu de (9) et (10), la condition (13) exprime donc la transversalité, en chaque point
miltiple, des diverses branches qui s'y rencontrent ; d'autre part, en un point de rebrousse-

ment du graphique, on a

D

de sorte que (13) est impossible. En résumé 3

s éléments de C sont les chemins corrects vérifiant les conditions suivantes

1

le graphique n'a qu'un nombre fini de points multiples ; ils sont distincts des points

versalement.
-1,
Description de Cz. Les équations locales de (N x N)Nn m (A 2) sont 1

I

Elles sont au nombre de 7 ; elles sont évidemment indépendantes ; la condition de transver—
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salité se réduit donc & la condition d'intersection vide j par conséquent @

Les éléments de 02 sont les chemins corrects tels que, quelle gue soit la valeur

de A, f)\ ait au plus une singularité non de Morse.

Description de C3. La source de f(z) x f(z) x f(z)

est de dimension 9. Les équations

locales de la variété sur laquelle on transversalise s'obtiennent en ajoutant au systéme

(12) les équations :

P LU 0
A= AM
z = z'"

Cette variété est de codimension 10 ; la condition de transversalité se réduit donc & la
condition d'intersection vide ; par conséquent :

Les £léments de 03 sont les chemins corrects dont le graphique n'a pas de point

multiple ol Se croisent plug de deux branches (autrement dit tous les points multiples sont

des points doubles).

Description de 04. Les équations locales de la variété sur laquelle on transversalise
s'obtiennent en ajoutant au systéme (12) les équations

jp" - qn = &M = 0

Ir - -

Cette variété est de codimension 10 ; la condition de transversalité se réduit done 3
la condition d'intersection vide ; par conséquent 3

Les é1léments de C 4 sont les chemins corrects tels que, pour aucune valeur de A,

f1 n'ait trois points singuliers distincts, tels que l'un soit non de Morse, et gue les
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autres asient des valeurs singuliéres dgales.

(2) _ .(2)

Description de C.. La source de f(z) X f(2) x f x £ est de dimension 12.

5

Les équations de la variété sur laquelle on transversalise s'obtiennent en ajoutant au

systéme (12) les éguations

jpn =pM=qt = q" =0
A= A= am

Z" — ZFI'I -
Cette variété est de codimension 13 ; la condition de transversalité se réduit donc & la

condition d'intersection vide ; par conséquent ¢

Les éléments de C5 sont les chemins corrects dont le graphique n'e aucun couple de

points multiples distincts correspondant & la méme valeur de A.

En rassemblant ces résultats, on obtient une caractérisation nouvelle des chemins

excellents 1t

Proposition 3. Pour qu'un chemin dens J soit excellent, il faut et il suffit qu'il

soit correct, et que son graphique n'_a,it qu'un nombre fini de sing._llarités, qui soient

toutes de l'un des deux types suivants @

— points de rebroussement de premiére espice ;

~ points doubles, en lesquels les deux branches se croisent transversalement.

Notations. On rappelle qu'on a noté JCO le sous~espace de J formé des fonctions
excellentesa
On note x; le sous-espace de X formé des fonctions qui

a. ont un nombre fini de singularités, toutes du type de Morse, & l'exception d'une
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seule, qui est du type f = x2 + y3 ; et

b. ont toutes leurs valeurs singulidres distincties.

On note JC;

le sous—espace de J, formé des fonctions correctes qui ont exactement
deux valeurs critiques égales.

On a 3

On note
1 1 1
Jta Y %ﬂ = x -
Avec ces notations, la proposition 3 s'interpréte comme suit @

Proposition 3'. Pour qu'un chemin dans X soit excellent, il faut et il suffit

qu'il soit correct, E valeurs dans Jﬂo U .%1, qu'il ne rencontre ZK,; que pour un

nombre fini de valeurs de A, et que, pour chacune de ces valeurs, les deux branches du

graphique se croisent transversalement.

. 1 L .
Remarque. Un chemin correct rencontre ‘%a en un nombre fini de points ; donc un che-—

. 1 . .
min excellent rencontre X% en un nombre fini de points.

Proposition 4.

10) Les chemins excellents forment un ouvert partout dense dans Hom(V x I , R).

20) Soit £ _un chemin excellent ; soit f£' un chemin voisin de f ; l'ensemble

des points de rebroussement du graphique de £', ainsi que l'ensemble des points singu-

liers correspondants, varient continuement en fonction de f£'. Méme résultat pour 1l'en-

semble des points doubles du graphique de £', ainsi que pour l'ensemble des couples de

points singuliers correspondants.
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Démonstration. Le théoréme de transversalité au but entrafne que les ensembles
01, C2, 83, 04, CZ5 des chemins corrects vérifiant respectivement les conditions (1), (2),
(3), (4), (5) de la définition 2, sont des sous-ensembles partout dense de Hom(V x I , R) ;
done si 1'on montre que C1, CZ’ C3, C4 et C1 n CS sont ouverts, on aura établi le 1°.

D'aprés la proposition 1, il suffit de montrer que C1, CZ’ 03, C4 et 01 n 05 sont

ouverts dans le sous-ensemble de Hom(V x I , R) formé des chemins corrects ; c'est ce

. . o
qu'on va faire ci-dessous ; en plus, on démontrera au passage le 2 .

C1 et C1 n 05 sont ouverts dans l'ensemble des chemins corrects. Soit W un

voisinage de la diagonale A de (V x I)2 ; tout f£' suffisamment voisin de f est

tel que la restriction de f'(z) X f'(z) a (vx I)2 - W soit transversale sur P. Or
le 30 de la proposition 2 peut s'interpréter comme suit : on peut choisir W de fagon
que, pour f' assez voisin de f, la restriction de f'(z)x f'(z) &4 W-4A ne
rencontre pas P. Donc, pour f£' assez voisin de f, 1'image de la restriction de

f'(z) x f'(2) a Z:Z = (V x 1)2 - A rencontre P +transversalement, donc suivani un
ensemble fini de points, qui est voisin (en tant que sous—variété de dimension zéro)

de celui relatif & f. Outre le fait que C1 est ouvert, on a donc démontré que la partie
du 20 qui concerne les points doubles du graphique est vraie dés que £ € C1 ; et ceci

entraine que 01 nC. est ouvert.

3

02 est ouvert dans l'ensemble des chemins corrects. En effet, les éléments de 02

sont les chemins corrects tels que les plans tangents horizontaux & 1l'indicatrice soient
tous distincts. D'apres le 1° de 1a proposition 2, si cette propriété a lieu pour f, elle

a lieu aussi pour f' assez voisin de f, et les points & tangente horizontale des indi-
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catrices sont en nombre égal et deux A deux voisins. Ceci montre que 02 est ouvert,
et, en plus, achéve la démonstration du 2°.

03 est ouvert dans l'ensemble des chemins corrects. On procéde comme pour C1.

Soit W le voisinage de A fourni par le 30 de la proposition 2 ; soient wm; ,,W'z, w

1 3

les projections de (V x 1)3 sur (Vx 1)2 qui, & (u1 y Uy u3) associent respectivement

(u2 ’ u3) y (u3 , u1) , (u‘l ’ uz). Posons @

-1
U ow=-mw ;
i=1,2,3

WS est un voisinage de (V x I)3 - 23 tel que, pour f' assez voisin de f, Ila restric-

. (2)\3
tion de (£1''°/)° & WB n ZB ne rencontre pas

-1 T
© R )N xs )
o 3 3
I R
Or il en est de méme, pour f' assez voisin de f, de la restriction de (f'(z))3
3
a (vVXxI) - Wz.

Cc 4 est ouvert dans 1l'ensemble des chemins corrects. C'est une conséquence immédiate

du 2° et du 4° de 1a proposition 2.

La proposition 4 est ainsi démontrée.

Corollaire. Z‘(:}{,O U .'Ks‘) est dense dans 21(3(,) (muni, conformément aux notations
du lemme 6 du chapitre I, de la topologie de la convergence uniforme des applications de I
dans J(a).

Démongtration. En effet, l'ensemble des chemins excellents dans X est contenu dans
Z1 @*°u J{,1) d'apres la proposition 3', et d'aprés la proposition 4, il est dense pour

la topologie C* de Hom(V X I » R), qui est plus fine que celle de 21(.1).
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Proposition 5. ®° v 3&1 est la réunion des images des chemins excellents & valeurs

dans %.
1

Démonstration. D'aprés la proposition 3', il suffit de montrer que, par tout fo EXu% y
il passe un chemin excellent. C'est clair si fo € %° ou fo € J(,;. Si fo G.El, on choi-
sit une carte locale U d'origine le point singulier non de Morse de f,» et un difféo-

. 2 3 :
morphisme de R, +tels que i’o prenne la forme fo(x y V) =x 4y (cfs ci-dessus,
1er temps, 30). Soit ¢ le disque de rayon 1 de U; soit @ une fonction de classe
coo’ & support compact, égale 8 1 sur VY . On pose pour A€R :

2 3

jfx(x,y)::x +y +Ay@(x ,y) pour (x,y) €U

\f}‘ = fo sur S

En particulier, pour (x ,y) €V, ona @

(14)
- U .

(14) £(x, )= 2 +y” 4y
donc, avec les notations utilisées précédemment, ® = -24 ; d'autre part, sur le
complémentaire d'un voisinage quelconque de 1l'origine, fo est excellente ; il suffit
donc de se restreindre & un intervalle de variation assez petit de A pour obtenir, apres
changement de paramdtre, un chemin excellent.

Corollaire 1.

1°) %° v %' est ouvert dans % ;

20) J{,; et J{,; sont tous deux ouverts (et par conséquent fermés) dans J(;1.

Démonstration.
10) Soit fo € .JLO v .761 3 il passe par fo un chemin excellent f. Soit fé voisin

de fo dans X ; le chemin #£' défini par : pour tout A€ I, f; =£, + f; - fo (an
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sens de la structure vectorielle naturelle de ¥ ) est excellent d'aprds le 1° de 1a
proposition 4 ; donc f(‘) € X U J{,‘.

0 . 1 1 [ 1

2 ) I1 est clair que J{’;a est ouvert dans X ¢ car les éléments de J{,ﬁ sont
corrects et ceux de J{,; ne le sont pas (et les éléments corrects de X% forment un
ouvert). Supposons fo € ,K; 3 soit fc" voigin de fo dans .331, et soit f£' comme
au 1° ci~dessus ; d'aprés le 2° de 1a proposition 4, un point de 1'image de f£*, qui est

dans 3{1, et qui est voisin de fo, est nécessairement dans .'E; 3 donc f") EJC;.

Corollaire 2. .'K,o, 351, J[,l et JG"IB sont stables pour les opérations dans X du groupe

¥  des difféomorphismes de S2.

Démonstration. En effet, l'ensemble des chemins excellents est stable pour les opéra-
tions de ¥ ; donc %° u &1 est stable ; or %° est stable, donc JQ’ 1'est aussi ;

1
%o

est stable, donc Jﬁl l'est aussi.

Proposition 6. Soit fo € 161. Il existe un voisinage ¥ de fo dans J(,1 et un

homéomorphisme ¢ de ¥ x [0 ’ 1] sur un voisinage de fo dans X%, tels gque pour

tout f' € & i
w—— G

1
ae  @(f! ,3) =1 ;

be le chemin A —» <p(f(') s A) soit excellent.

En plus, on peut choisir X et ¢ pour gue :

. 1
-k £ €K

: ¥c %; ; (P(f:) s A) ait deux singularités du type de Morse

voisines du point singulier non de Morse de fo (qu'on note O) pour A € B) s %[ ’

et n'ait aucune singularité au voisinage de O pour A 6]15 ’ 1].

-si £ € 5{,:3 1 Xc Jl:; ; 5i on désigne par X1(f$ s A) et xz(f(') s A) les valeurs
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singulidres de ?(fé s A) gqui correspondent respectivement (par continuité) aux valeurs

singulidres égales de f , alors y,(£! , A) - f,(£! , A) change de signe en méme temps
que (* - 32).

Remargue. On peut interpréter la proposition 6 en disant que X et JC’ définissent
une "subdivision cocellulaire" de %° U '&',1, pour lagquelle %° est de codimension O
et 3{,1 de codimension 1.

Démonstration de la proposition 6. On se borne au cas ol T € Jﬁl (le cas ol

f € JETS est plus simple). D'aprds le corollaire 2 de la proposition 5, on peut choisir

1 s 2 3
® € JCa. Comme pour la proposition 5, on met fo sous la forme fo(x,y) =X 4y ; on
définit f% par les formules (14) ; on fait varier A dans un intervalle J de centre
0, assez petit pour que l'arc ainsi défini soit excellent (i. e., le chemin défini par
changement lindaire du paramétre est excellent). On pose, pour (f(') s A) €% xJ:

V(f('),?\)=f +2 -1 .

A o

On a 1 W(f(‘) y 0) = f‘;. On va montrer que y est un homéomorphisme local, et pour cela
montrer qu'il existe, au voisinege de f, dans J§, une application continue réciproque
de Y. Soit fg € X, suffisamment voisin de fo 3 on cherche f(') € .7{,1 et A€ J tels
que

fl-!-f")-foxfg .

On cherche donc A€ J tel que, en posant fo + fg - fx = h"

) on ait 3 h‘iG 3%1. Or

€87 un arxrc ependant continuemen e H arc qul correspon = Y
(h'i) 4 dépendant conti tde £ ; 1Y (hR i d A& =t

est tel, d'aprds la lindarité en A de 1'équation (14'), que, pour (x,y) € ¥ , on ait @

2
ho(x , y) =x +y -y
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c'est 1'arc opposé de (fl)’ il est excellent ; donc, pour i’g assez voisin de fo’

le chemin correspondant & (h”") est excellent ; il existe donc une valeur et une seule de

Ay voisine de 0, telle que h')" € 361, et cette valeur dépend continuement de A«
Ainsi y est un homéomorphisme local ; l'application ¢ de 1'énoncé s'obtient &

partir de Yy par un changement linéaire du paramétre.

§ 3. Application & 1'étude de ( §/#) ; subdivision de (&/®) définie par JLO et Jg1.

On suppose maintenant que V = Sz, et on reprend les notations du chapitre I, §3;
en particulier, on note q la projection & —» F/# . On note j 1'injection
2 3 . . . . 2 3 . b
F —+ Hom(8“ , R"). On fait choix d'une projection @ de Hom(S8° , R’) (qui stidentifie
8 X xHxX) sar %= Hom(82 , R), par exemple celle définie par la projection
3 . .
(x y¥,2%) =2z de R sur R. On a le diagramme suivant :
q J 2 3,
F/B «~— § <> Hom(S“ , R°) 2L % ;
on rappelle les propriétés suivantes des applications q , j et @:

e8s g est une fibration surjective et localement trivisle ;

.
’

be j identifie & & un ouvert de Hom(S2 ’ R3)
¢c. W est la projection d'un espace produit sur l'un de ses facteurs.

o 1 1 1 . L, . \ o 1 1
On note &, g, “Fa’ gyp les images réciproques respectives de X% , % , J{,a,

par W O j.

Lemme 9.

10) 5° n 5"1 et &'; n g.'; sont vides, 3-'0 et g}'o U 311 sont des ouverts

partout denses de &3 5; et 3"; sont ouverts (_e_t par conséquent fermés) dans 9’1.
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2°%) L'espace Z‘( 5°u 551) est dense dans 1l'espace 21(5) de tous les chemins

continus dans & (muni de la topologie c®).

30) Pour tout fo € 371, il existe un voisinage X de fo dans 3-’1 et un homéemor—

phisme ¢ de & X [0 ’ 1] sur un voisinage % de fo dens §, tels que pour tout

' ¢ X
0

.
’

Nl =

)=fc'> ; (p(fc" y A) € g° pour A#

=

(1) ¢(£! ,

(ii) le chemin A +» @o j o (p(f(; , A\) soit excellent.

40) 571 est localement connexe par arcs.

50) 8-'0, 51, g'nl et 3;1’5 sont stables pour les opérations de J# dans F.

Jfmonstration. Toutes ces propriétés se déduisent (3 1'aide de (b) et (c)) des proprié-
tés de %°, 31, JT,; et JCL démontrées au § 2. En particulier :

- le 1° utilise le théordme de Morse ( %° est un ouvert partout dense de %) et le
corollaire 1 de la proposition 5 ;

- le 2° utilise le fait que 21 (Hom(82 R a3)) s'identifie & (Z’(JC)) 3 et le
corollaire de la proposition 4 ;

- le 30 résulte immédiatement de (c¢) et de la proposition 6 ;

- le 4° résulte immédiatement du 3° et du fait que F est localement connexe par
arcs.

- le 5° résulte immédiatement du corollaire 2 de la proposition 5.

On note (§/%)°, (&'/%)1, etc., les images respectives de g°, 8‘1, etc. par q.

Proposition 7.

1°) (5/2)°0 (5/R) et (/%)) N(§/R), sont vides ; (5/%)° et
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(5/%8)° v (5/3'8)1 sont des ouverts partout denses de F/% ; (3’/3@); et (5‘/%);

sont ouverts (et par conséquent fermés) deans (F/% )1 .

2°) Ltespace T ((§/%)° 0 (§/%)") est dense dans Y (/%).

30) Tout point Fo € (3‘/5@)1 admet un systime fondamental de voisinages Y dans

(F/8)° v (F/B )1 ayant les propriétés suivantes :

- YT et ¥n (F/% )1 sont tous deux connexes par arcs ;

- Yn(&F/%8 )o & exactement deux composantes cohnexes par arcs, Y1 et 12’ qui

(dans chacun des cas F € (F/% )l et F_€ (F/% );) peuvent 8tre caractérisées comme

dens le proposition 6.

40) (F/% )1 est localement connexe par arcs ; pour tout voisinage Y du type

ci-dessus, si X désigne 1'intersection de Y gt de (3"/3@)1, Y1 est localement connexe

par arcs dans Y1 UX en Fo (cf. chapitre I, paragraphe 4); méme résultat pour Yz.

50) Par tout point Fo € (“}"/JC)1 passe un chemin gui"traverse" (3’/5@)1 en oo

(ceci a un sens d'apres le 3°).

Démonstration. Le 1° résulte de la condition (a) ci-dessus, du 1° et du 5° du lemme 9.
Le 2° résulte de la condition (a) et du 2% du lemme 9.

Démonstration du 3°. Soit fo € q"1 (Fo) 3 fo posséde dans 50 un voisinage du
type du 3° du lemme 9 ; par conséquent, & tout systdme fondamental de voisinages &£ suf-
fisamment petits de fo dans 3‘1, on peut associer un systéme fondamental de voisinages

1

de f dens 30 du type du 3° du lemme 9, tels que nJF = &. Dlaprés le
o b4

4° du lemme 9, on peut choisir tous les £ connexes par arcs. Soient y1 et Y, les
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deux composantes de -% j;onnote X,Y, XY Y, les images respectives de X,
’ ’ 1 y 2

Y y1 ’ yz par ¢ ; I1 et 12 sont connexes par arcs, et dlaprés (a) ils sont

ouverts dans Y ; d'apres le 5° du lemme 9, ’11 Uy

) = Y - X ; il reste & montrer que Y1

et I'2 ne se coupent pas, autrement dit, que, pour Y assez petit, un point Yy de y1
ne peut &tre équivalent, pour les opérations de X, & un point ¥, de yz 3 cela
résulte des caractérisations données & la proposition 6 pour chacun des cas fo € 5;
et fo € 9‘; 3 (cela résulte d'ailleurs aussi de la stabilité de 5"1 et du fait que %
est localement connexe par arcs).

Le 4° est une conséquence immédiate du 3°. Pour le 50, il suffit de projeter sur

/% wun chemin de & traversant 8-'1 en f .

et par conséquent le théordme 1 et la nmullité de T' :

Théordme 1" . Le revétement A= &/¢ o e F/% admet une section continue au~dessus

de (F/%)° u(5/%).

Démonstration du corollaire. &F/# est localement connexe par arcs d'aprés (a), puis-

que & est localement comnnexe par arcs ; et d'aprds le 10 et le 2O de la proposition T,

(F/% )0 U(F/% )1 vérifie les conditions du lemme 6 du chapitre I.



Chapitre III. Le théortme de Schinflies pour 82.

§ 1. Plongements fiddles du bord d'une variété.

Soit F un compact de r® 3 on appélle enveloppe de F, et on note classiquement
F, 1la réunion de F et des composantes connexes bornées de R" - F.
Soit M une variété au sens du § 4 de 1'Appendice ; on suppose que M est compacte,

connexe, de dimension n. 8Soit f une application continue du bord oM de M dans

Rn ; on note P 1'image de f. On dit que f est un plongement fidéle (sous—entendu :

de classe Cw) de 3M dens R® s'il existe un voisinage ouvert V de M dans
M tel que f puisse se prolonger en un difféomorphisme (de classe Cm) de V sur un
voisinage de F dans 1;.

Notations. Dans la suite, on sera amené & considérer certaines sous-variétés compactes,
connexes, de R3 ; on les notera Mk s 1'indice k pouvant prendre un certain nombre

de valeurs entidres. On notera @

é

It

K = espace des plongements de Mk dans 83, conservant l'orientation

o

1]

groupe des difféomorphismes de Mk conservant l'orientation ;

|
]

x = espace des plongements fidéles de BMk dans BJ, conservant lforientation ;

R
t

= groupe des difféomorphismes de aMk conservant l'orientation.
Comme précédemment dans le cas du disque »’ (cf. chapitre I, § 3) on définit les espaces

gk/ Sk, e?"k/ J@k, et on a le diagramme commutatif :
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ey — gk/gk

¥y o —_— .
k 5k/g€k
En particulier, le disque ZD3 sera désormais désigné le plus souvent par Mo 3

de sorte que les espaces i, F, etc. (cf. chapitre I, § 2 et 3) seront désormais

notés 50, g, etee

§ 2. Décompositions d'une 2-sphire plongée dans 83.

On note ®@( 570/360) 1'ensemble des couples (F , D) ou F € 5‘0/260, et o D
est une sous~variété de 83 difféomorphe & Dz, telle que P ND = 3D, et que F ot

D soient transversaux en tout point de 9D.

Soient (F , D) et (F' , D') deux éléments de @ ( 9’0/%0) ; un difféomorphisme

de (F,D) sur (F', D') est une application f t FUD —F' U D', telle que £|D

soit un difféomorphisme de D sur D', et f|F un difféomorphisme de F sur F' ;

on dit que f conserve l'orientation si f!F est compatible avec les orientations

respectivement induites sur F et F' par F et F' orientés positivement. Quels gue

soient les §léments (F , D) et (F' , D') de @ 870/760), il existe un difféomor-

phisme de (P , D) sur (F' , D') conservant l'orientation : car, d'aprés l'exactitude de

la conjecture de Schinflies pour S’, il existe un difféomorphisme £, conservant l'orien~
tation de (F, 9D) sur (F' , ?D') ; et d'aprés la mullité de Tps £| 9D se prolonge
en un difféomorphisme de D sur D'.

On dit qu'un difféomorphisme f de (F , D) sur (F' , D') est fidele s'il existe
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un voisinage ouvert V de F UD dans FUD tel que f puisse se prolonger en un

difféomorphisme de V sur un voisinage de F'U D' dans P'UD'. S8i (F, D) et

A
(F* , D') sont fidélement difféomorphes, alors D' est ou n'est pas contenu dans F!

A
suivant que D est ou n'est pas contera dans F. Réciproquement, supposons par exemple

A A
que DCF et D' CF' ; soit f un difféomorphisme arbitraire de (F , D) sur (F' , D') ;

A

A la)
soient 1"‘1 et F2 les adhérences des deux composantes connexes de F = D ; on note

~A
(pour i =1, 2) 3F, = F. et f(Fi)zFi; F, , F

1 2 Fr, Fé ont chacun une aréte

1

saillante ; donc le1 et i”F2 sont fiddéles, donc f est fiddle ; on a le méme résultat

3

3 A X
lorsque D CR” - F et D'c R - F' ; on en conclut

L'ensemble @( 5"0/ 3@0) se partage en deux classes pour la relation de difféomorphis-

me fidele. En plus, si deux &léments sont fiddlement difféomorphes, il existe toujours un

difféomorphisme fidéle de 1'un sur 1l'autre qui conserve l'orientation.

I1 est commode pour la suite de choisir un représentant dans chaque classe. On note
D0 1'éguateur de MO, autrement dit le disque de centre O, de rayon 1, du plan
{z = O}. On note d'autre part D2 1tintersection de BB - Mo avec la sphére
{xz + y2 + (z - 1)2} = 1. On choisit comme représentants (i)M0 T\Do) et (aMo ’ D2) 3
un élément de ®( 5’0/%0) sera dit du premier type ou du second type suivant qu'il est

fiddlement difféomorphe & (BMO , no) ou & (aMO ’ Dz).

—~

On note M1 ls partie {z > 0} de Mo ; et on note Mo U Dz = M2 3 (voir la figure

1 du chapitre IV). Les variétés Mo - M1 et M2 - Mo sont difféomorphes & M1. I1 en

résulte qu*d tout élément (F , D) de QA( 50/,760) est associé @

~ s'il est du premier type, un élément de (51/561) X (371/251) défini & 1'ordre prés ;
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~ 8'il est du deuxidme type, un élément de (3"2/352) x (871/361).

§ 3. Cercles minimaux ; décompositions d'Alexander.

Soit P € ﬁo/ %O ; on note P(F) 1la famille des plans horizontaux non tangents &
F. Soit P€ #(F) ; PNF se compose d'un nombre fini de "cercles" (i. e. de sous—
variétés difféomorphes & S’) le long desquels F et P se coupent transversalement.
Soit C un tel cercle, soit D 1l'enveloppe de C dans P ; D est difféomorphe au
disque D2.

0
Définition 1. On dit que C est un cercle minimal de F si DN F = f.

Il suffit que PN F soit non vide pour qu'il existe parmi les composantes connexes
de PNPF un cercle minimal de F.

Soit C un cercle minimal de F ; soit D 1'enveloppe de C dans son plan horizon-
tal ; le couple (F , D) est un élément de l'espace @( 50/360) considéré au paragraphe

précédent ; on dit que (F , D) est la décomposition d'Alexander de F définiepar C.

Cas o F € (3"0/350)0 ; espaces (3‘1/%1)6 et (52/562)0. On rappelle que
1'espace (5‘0/30)0 (défini au § 3 du chapitre II, avec la notation (5‘/3@)0) est
le sous—espace 8';) / J@o formé des variétés "excellentes pour la cote 2z". On va définir les
espaces (e‘Fk/xk)o pour k =1, 2. Pour qu'un élément F de ‘?k/%k appartienne &
(9‘k/£k)° il faut et il suffit que F ait une face horizontale, que le plan de cette
face ne soit pas tangent & la seconde face, et que cette seconde face soit "excellente
pour la cote".

Tout élément de :J-'k/%’k associé & une décomposition d'Alexander d'un élément de
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( .‘170/360)0 est un é1ément de (<‘Fk/ %k)o. Inversement, tout élément de (é‘k/%k)o
(k =1, 2) peut 8tre obtenu par ce procédé ; on va préciser ceci.

Définition 2. Soit F € (sfk/xk)° (k =1, 2). On dit qu'un élément F_ de
(9’0/%0)0 est un bon arrondi de F s'il existe une décomposition d'Alexender de F_
en deux éléments dont l'un soit F, et dont l'autre, noté F', ait les propriétés
suivantes 3

Poe(F/8,)°

F' a une seule singularité (nécessairement un sommet) ;

F' nlest rencontré par aucun plan horizontal tangent & ¥F.

Tout élément F de (&,/%,)° admet un bon arrondi (k =1, 2). Soit en effet D
la face horizontale de F ; soit C le bord de D. Supposons par exemple qu'au voisinage
de D, F soit tout entier en-dessous du plan horizontal P de D. Il existe un élément
' de ( 51/351)0, situé au-dessus de P, contenu dans un voisinage arbitrairement
petit V de D, ayant une seule singularité, et tel que F" NP =D. Dlaprés [2} (11,
2.4.4, D, 301), on peut apporter au théordme 1 de l'Appendice la précision suivante : la

fibration considérée dans ce théordme est localement différentiablement triviale ; de ceci

on déduit facilement qu'il existe un isotopie ! de V, laissant la cote invariante, et
o 0
telle que ;'(F" -~ D) se raccorde avec F - D 1le long de C ; il suffit de choisir V

o
assez petit pour que (F U F') - D soit un bon arrondi de F.

§ 4. Cercles essentiels s complexité d'Alexaender ; décompositions simplifientes.

Définition 3. Soit F € (90/7(50)" ; soit P € P(F) (cfe § 3) et soit C une
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composante de P NF. On dit que C est un cercle essentiel de F si, sur chague

composante connexe de F ~ C, il y a au moins un col.

Définition 4. Soit P € (3‘0/360)0 ; on appelle complexité de F 1le couple (i , j)
ol i est le nombre de cols de F, et ol j est défini comme suit 3 s'il existe sur F
un cercle essentiel, alors

j= inf (nombre de composantes connexes de D nF) ;
JC cercle essentiel de F
D enveloppe de C dans son plan

et s'il n'existe sur F aucun cercle essentiel, j = 0.

Soit P ¢ (e‘fk/JGk)o (k =1, 2) ; la complexité d'un bon arrondi Fo de F est
indépendante du choix particulier de Fo’ ce qui justifie la définition suivante :

Définition 4'. Soit P € (ﬂfk/%k)o (k =1, 2) ; on appelle complexité de F 1a
complexité d'un bon arrondi (arbitraire) de F.

Notations. On note (gk/%k)(()i,j) (resp. (e‘,"’k/%k)o\< (1,j)" ToP* (?k/lgk)o<(i,j))
le partie de (& k/JGk)o formée des éléments de complexité égale (resp. inférieure ou
égale, resp. strictement inférieure) & (i , j) (1'ordre considéré sur 1l'ensemble des com-

plexités est 1'ordre lexicographique)e.

Remarque 1. Soit F € (8?0/380)‘(’i’j) 3 soit C un cercle essentiel de F, soit D
l'enveloppe de € dans son plan ; si D N P a exactement j composantes connexes, alors
aucune d*entre elles n'est essentielle. Il en résulte que j est inférieur au nombre de
sommets de P (le mot sommet étant pris au sens généralisé suivant t point critique en
lequel la forme quadratique des dérivées secondes est définie positive ou négative) ;

d'ol 1'inégalité j € i + 2. Cette inégalité (qui peut d'ailleurs &tre renforcée) montre
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que, pour tout k et tout i, l'ensemble des j tels que (& /Jfk)o. .\ soit non
K (i,3)
vide, est fini. Ce fait ne jouera d'ailleurs pas de r8le essentiel dans la suite.

Remarque 2. Soit F un élément de { 8"0/260)?0 0) ; toute décomposition de F
’

. o .
est du premier type. Donc (5‘2/%2)(0’()) est vide.

Définition 5. Soit F € ( ﬁo/%o)o 3 on dit qu'une décomposition d'Alexander de F
est simplifiante si les deux variétés F' et PF" assocides & cette décomposition somt

l'une et l'autre de complexité strictement plus petite que celle de F (pour 1l'ordre

lexicographique).

8i C est un cerele & la fois minimal et essentiel pour F ; ou si, F étant de
complexité (i , j), € est un cercle minimal contenu dans 1l'enveloppe horizontale D'
d'un cercle essentiel C', tel que D' N F ait exactement j composantes connexes j
alors la décomposition de F définie par C est simplifiante ; on peut donc énoncer 3

Pour qu'un élément F de ( c‘.Fo/J@o)o admette une décomposition simplifiante, il

faut et il suffit gu'il existe sur F un cercle essentiel.

On va maintenant caractériser (& 1l'aide de la complexité) les éléments de ( S’o/ 3@0)0
sur lesquels il existe un cercle essentiel,
Lemme 1. Soit F € 3-'0/3'60 et soit P € P(F) ; soient c¢ et c¢' deux points de

F situés de part et d'autre de P. J1 existe au moins une composante connexe C de

PNPF telleque ¢ et c' soient dans des composantes connexes distinctes de F - C.

Démongtration. Soit (Cj)jEJ la famille des composantes connexes de PN F ;

pour chaque j, F - Cj a deux composantes connexes, dont on note les adhérences Dj'o
’

et D,

551 Tout chemin continu joignant ¢ & c¢' dans R3 rencontre P ; donc tout
3
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chemin continu joignant ¢ & c¢' dans F rencontre PN F ; donc ¢ et ¢! ne sont
pas dans la méme composante connexe de F — (PN P) ; le lemme en résulte, si 1l'on peut

montrer la propriété suivante 1

Pour toute fonction k : J — {0, 1}, 1'ensemble
B=0N b .
jeJ J)k(J)

est connexe.

Démontrons cette propriété ; on a 3

F-H= U, N
les 03. étant disjoints, deux ensembles Dj g ot Dj gt sont ou bien disjoints, ou bien
H b

emboités ; il existe donc un sous—ensemble J' de J tel que

F-H= U

D, .
jEI k(i) 7’

cette réunion étant en plus disjointe ; donc H est le complémentaire d'une réunion dis~

jointe de disques, donc H est connexe.

Lemme 2. Soit F € ( 3"0/3@0)(()i,j)-

10) Soient PF' et PF" les éléments d'une décomposition d'Alexander de F ;_on note

(i* , j') le complexité de F', (i" , j") celle de F". On a toujours : (i',j') € (i,])
et (i",i") € (i,3). 8i (i',j') = (i,j), alors P' est un élément de (371/361)(()0 0)*
H

20) Pour gqu'il existe une décomposition d‘'Alexander de F gui soit simplifiante, il

faut et il suffit gue i » 2.

Démonstration.

o . . . . . . . . . X
1 )Ones: i'+i" =i, donc i' g i et i" ¢ i. Supposons i' = ij alors i" = 0,
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o

donc d'aprés la remarque 2 ci-dessus, F" € (51/%1)(0 o)
4

F" & une seule singularité,

e

qui est un sommet. 8Soit alors Fé un bon arrondi de PF' ; par définition de F(‘), F' est
1'un des é1éments d'une décomposition d'Alexander de F(;, dont on désignera 1l'autre élément
par F", La famille des cercles essentiels de F et celle des cercles essentiels de F(')
cofncident. On peut en plus choisir F(; de facon que I/?};' c f?\" 3 pour tout cercle essentiel
C de P, le nombre de composantes connexes de D M1 F est alors supérieur ou égal & celui
de DN Fc", de sorte que la complexité de F est supérieure ou égale & celle de F('),
laquelle est, par définition, celle de F'.

20) I1 résulte du lemme 1 que la condition i » 2 est suffisante pour l'existence
d'un cercle essentiel {donc d'une décomposition simplifiaente) ; or elle est évidemment

nécessaire.

§ 5. Démonstration de la conjecture de Schinflies différentiable pour Sz.

Le but de ce paragraphe est de démontrer la conjecture de Sch¥nflies différentiable
faible pour 82, c'est & dire la proposition suivante :

Proposition 1. L'application canonique 80/90 — EO/JKO est surjective.

On a vu au chapitre I § 3, 4°, que 1'image de @o/ (’jo par cette application est la
composante connexe de e dans c‘};/%o. Comme (&"Q/Jgo)" est dense dans 3;)/3@0
(chapitre II, proposition T7), il suffit de montrer que 1'image de 60/9 o contient
(30/560)0 5 pour les besoins de la démonstration, le résultat qu'on établit est le suivant :

Lemme 3. Pour k =0, 1, 2, 1l'image de 5;:/91: contient (:,Fk/Jgk)°.

La démonstration du lemme 3 utilise un certain nombre de lemmes.
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Lemme «. L'image de 51/91 contient (3:1/561)((30 0)"

Lemme p. L'image de ‘éo/go contient (3"0/3@0)?1,0).

Les lemmes « et B seront démontrés au § 1 du chapitre V.

Lemme I Soit P € 50/%0 ; soient F' et P" les éléments associés & une décompo-

sition (P, D) de PF. Si deux des trois éléments F , F' et F" sont dans 1'image de

1'espace ék/gk correspondant, il en est de méme du troisidme. En plus, si (F, D) est

du ler (resp. 2e) type, tout difféomorphisme fiddle de (3Mo ’ Do) (zesps ('5140 ’ Dg)) sur

N » AN
(F 9 D) peut se prolonger en un difféomorphisme de M0 sur F (resp. de M2 sur F U D).

Démonstration. I1 faut distinguer deux cas 3

a. Le cas "additif", c'est & dire celui ol les deux éléments pour lesquels 1thypothése
est supposée satisfaite sont contenus dans 1l'enveloppe du troisitme. Dans ce cas (compte
tenu du paragraphe 2), le résultat est une conséquence immédiate du théordme d4'isotopie
locales.

be L_e&"soustractif',' c'est & dire celui ol 1'enveloppe de l'un des deux &léments
pour lesquels l'hypothese est supposée satisfaite, contient les deux autres éléments. Ce cas
se subdivise lui-méme

- si (P, D) est du premier type, on utilise le théordme d'isotopie des plongements

de M, dans Mo qui induisent 1'identité sur M

no s
1 Mo’

1

- si (F, D) est du deuxidme type, on utilise suivant le cas 1'un des deux théordmes
suivants (analogues & celui utilisé pour le premier type, et qui s'en déduisent 4 1'aide de

la proposition 2 de l'Appendice): "deux plongements de Mo (respe M, = Mo) dans M_ qui

2 2

induisent 1'identité sur Mon 3M2 (resp. Dz) sont isotopes".



- 49 -

Premier lemme de récurrence. Soit (i , j) » (2, 0). Si quel gue soit

' o va
k € {0 s 1, 2} l'espace (37k/£k) <(i,3) est contenu dans 1'image de gk/gk, alors
o '
(go/xo)(i,j) est dans 1'image de éo/go.
Démonstration. Soit F € (&-O/Jeo)?i 3) 3 d'aprds le 2° du lemme 2, il existe une dé-
2

composition simplifiente de F ; il suffit donc d'appliquer le lemme Y-

Second lemme de récurrence. Soit (i,j) » (0, 0). Si (fFo/JGo)c()i i) est dans
’
1'image de 60/90, alors, pour k =1, 2, («‘Fk/JGk)(()i 1) est dans 1'image de
H

Démonstration. Soit F € (F /% ° . (k =1 ou 2). Soit P un bon arrondi de F ;

_— kK "k’(0,j) . o
il existe une décomposition d'Alexander de Fo en deux éléments dont 1'un est F, et
dont ltauntre élément P' est dans (971/361)?0 0) } donc d'aprés le lemme &, F' est dans

’

1'image de 31/91. La complexité de Fo est (i, j), donc F0 est dans 1'image de

ﬁo/%o 3 i1 suffit donc d'appliquer le lemme ye

Démonstration du lemme 3. La propriété "&tre dens 1'image de l'espace &k/gk
correspondant" est vraie pour (3"1/3'61)?0,0) d'aprds le lemme o ; d'aprds le lemme y, on
en déduit qu'elle est vraie pour ( 9‘0/360)?0’0) ; on rappelle (cf. § 4, remarque 2) que
(3"2/362)(()0’0) est vide. D'aprés le lemme @, la propriété est vraie pour ( 3;0/]60)(()1 o) 3
donc d'aprés le deuxidme lemme de récurrence, elle est vraie pour (3’k/36k)((’1,0) quel
que soit k € {0 s 1, 2}. Dtaprés le premier lemme de récurrence, la propriété est donc
vraie pour (8"0/380)(()2,0) ; on applique ensuite le deuxidme lemme de récurrence, puis de

nouveau le premier, et ainsi de suite.
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Conséquences immédiates de la proposition 1.

Corollaire 1. Soit M une variété (au sens du § 4 de 1'Appendice) ; on suppose gue

1l'arrondi de M est difféomorphe & D3 ; tout plongement fiddle de oM dans R’ peut

alors se prolonger en un plongement de M dans 83.

Démonstration. Le cas particulier oi M = 1)3 n'est autre que la conjecture de Schonflies
différentiable forte pour 82 ; on a vu au chapitre I § 3, qu'elle résultait de la conjec—
ture faible.

Cas général. Soit f un plongement fidéle de M dans RB, on note F 1'image de
£ 3 £ peut se prolonger en un plongement d'un voisinage V de M dans M sur un
voisinage de OF dans ﬁ'. Soit M' une arrondie de M telle que oM* CV ;3 M' est
diffébmorphe & 83, donc d'aprés le cas particulier ci-dessusy, f|9M'* peut se prolonger
en un difféomorphisme de M' sur f£(@M') ; d'aprds le théoréme d'isotopie locale, on peut
modifier ce difféomorphisme au voisinage de OM' de facon qu'il se raccorde avec f|M - M'.

Corollaire 2. Soit F € 3‘0/360 ; soit (F, D) une décomposition de F. Si F

est du Ter (resp. 2e) type, il existe un difféomorphisme conservant 1'orientation de

N AN
M, Do) sur (F, D) (resp.de (M2 , Dz) sur (FPUD, D)).

X

Ceci est une conséquence immédiate du corollaire 1 et du lemme ¥



Chepitre IV. Espaces fonctionnels lids aux doubles décompositions

d'une sphére plongée dans B3.

§ 1. Classification des doubles décompositions des 2-spheres plongées dans R3.

On note @2( 370/560) 1'ensemble des triples (F , D , D') tels que (F , D) et
(P* , D') soient des éléments de @( g"o/JGo), et que D ND* =f.

Comme au § 2 du chapitre III, on définit la notion de difféomorphisme (resp. de difféo-
morphisme conservant l'orientation) d'un &1lément (1?1 » Dy s D;) de @2( c‘FO/ Jéo) sur
un autre élément (Fz s D2 ’ Dé) ; en particulier, un tel difféomorphisme doit appliquer

D, sur D, et D; sur D). Quels que soient les éléments (F, , D, , D;) et

(F2 2D, Dé) de @2( 870/.760), il existe un difféomorphisme de l'un sur 1'autre,

conservant l'orientation : car, sur la sphére S2 deux figures, chacune formée de deux
sous—variétés disjointes difféomorphes & S1, peuvent toujours se transformer l'une dans
1'autre par un difféomorphisme conservant 1l'orientation.

Toujours comme au § 2 du chapitre 111, on définit la notion de difféomorphisme fidele

entre deux éléments de @2( c‘Fo/ J@o). On va classifier les éléments de @2( 9’0/ Jgo)
pour la relation "difféomorphisme fiddle, & l'ordre des deux derniers éléments prés".

A
On remarque d'abord que si D, et D! sont contenus dans F

© 1 1 la condition nécessaire

et suffisante pour que (ZF'2 » D, » Dé) soit fidélement difféomorphe & (F1 5 D1 ’ D1')
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A

est que 'D2 et Dé soient contenus dans F2. Supposons maintenant que 1'un au moins

A
des disques D1 et D1' soit extérieur & F1 3 alors 1'un asu moins appartient au bord de

F1 U I)1 U D; $ supposons que ce soit D1 ;s on voit facilement que la classification est

achevée par la considération des deux invariants suivents 3 D1‘ est ou n'est pas intérieur

A /\

Y ]?‘1 3 BD; est ou n'est pas dans le bord de F1 U D1. On trouve ainsi que @2( 3"0/360)

se partage en cing classes pour la relation ci-dessus ; en plus, deux éléments d'une

méme classe se correspondent (& 1'ordre prés des deux derniers éléments) dans un difféo-

morphisme fidéle conservant l'orientation. Mais d'aprés le corollaire 1 de la proposition

1, du chapitre IIX, § 5, tout difféomorphisme fidéle de (]?1 » Dy s D{) sur (Fz » Dy Dé)
_/\\ //\

peut se prolonger en un difféomorphisme de F1UD UD! sur F,UD,UD! ; on peut donec

11 2 727727

énoncer t

@2( 50/%0) se partage en cing classes pour la reletion suivante ¢ (I"1 » Dy D‘;)

et (P,

b, , D sont équivalents s'il existe un difféomorphisme conservant l'orienta—
2?72 2 -

1 1
tion de (F'l D1U])1 y F1 ’ D1 ’ D1) sur (FZU D2UD2 ’ F2 ’ D2 ’ Dz) ou sur

/\\
1 4
(F,uD,uD} , F, , D} , D,).

§ 2. Choix des moddles (voir figures 1, 2 et 3).

les notations Mo ’ Do s D, sont celles du chapitre III, § 2. On note :

2

R R 1
l)1 ltintersection de Mo et de {z =3}

D3 le symétrique de D2 par rapport au plan {z = 0} 3

D, 1'adhérence de la partie extérieure & MO de la sphdre de centre (0, 0, 1)

coupant EMO suivant le cercle {z = %},
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D5 1'intersection de Mo et de

o
N
]
AW
L]

On pose

(aMO’D ’D1)=A

o 1
(ano )y D, ,nz) =4,
(@M, 5 D, , Dy) =4,
(aMo,Dz,D4)=A4

(BMO,Dz,D5)=A5.

Pour €=1,2,3,4, 5, on note Ae, Aé,A'e', dans 1'ordre indiqué par la

figure 3, les adhérences des composantes connexes bornées du complémentaire dans R3 du

support de A 3 (le support de A est la réunion des trois parties de 33 qui composent

) 1]

Ae).
Les notations M , M , M, ont été définies au chapitre III, §2 ; on pose (cf.
figure 1)
A=M 5 AUAUN=N ;A UA =N,
On pose d'autre part (cf. figure 2) 3
Oy s KUK L ) = F,
(My 5 &y &y U AD)= 37
M s A a) =1,
M5 a8 =T,
My 5 UM, A3) =3,

- 7
(Mz » Ayuar, A;) =2

-
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Oy 1 Uk 4 = T
(M2 v Ay AAUAX) = Z’r .
Pour a =1, «esy 7, on note Z —a le triple obtemu en permutant les deux derniers
é1léments de Za'
Chacune des variétés Ae s hg 9 AY est difféomorphe & 1l'un des moddles M
(k €{0 , 1, <eey 5}) ;5 chacun des triples (AeU Ay, Ay A})s (Aeu.veuxé y AUAy, A’é),

(A' UA” ’ ’ A") > (A U Al UA& s A. N A' UA”) est difféomorphe & 1'un des moddles

e
Za (a € {-—7, evey +7}). Le théortme de classification du paragraphe précédent peut

maintenant s'interpréter comme suit :

Proposition 1. Soit (F, D, D') un élément de @, ( F/® ) ; soient (A, A", A")

les adhérences des composantes connexes borndes de &3 - (FuDpuD'), prises dans un ordre

convenable. I1 existe ¢ € {1, ..., 5}, et un difféomorphisme conservant 1'orientation, de

(AeuAguA'e' s Ay 5 Ap s Ag) sur (AUA'UA" , A, A' , A").

Chacune des varidtés A , A' , A" est difféomorphe (avec congervation de 1'orientation)

& 1'un des moddles M (keto, 1, ..,s5}).

Chacun des triples (AUA' , A, A'), (AUA'UA"™ , AUA' , A"), (A'UA" , A' , A") ,

(AvAtuA" , A, A'UA") est difféomorphe (avec conservation de 1l'orientation) & 1'un

des moddles Za (a € {-7, ceey 7}).
Remarque. On peut définir les ensembles @ 3"k/56k) pour k =1, 2 ; la définition
est analogue & celle de 3"0/ 360), & ceci prds qu'il faut rajouter la condition : D ne

doit pas rencontrer 1l'ar8te de F. Avec cette définition, on voit que le systime (Za)
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N
O = U5

0 M3

Figure 1 1 Modeles

O et

Lo
25
Zé Figure 2 1 Modeles de décomposition

.“ .“ . ~fri
a 1 AZ )

4 4

¥ 3 5

Figure 3 t Modbles de double décomposition
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(pour « € {0 , 1 yeeey T} définit un systdme complet de moddles pour les éléments de
_ . Ll o P
®( S‘k/%k), avec k=0, 1, 2 ; (L—ca. et Z - définissent évidemment le méme modeéle

de décomposition).

§ 3. Les espaces gk et Rk.

Pour une variété Mk’ compacte, connexe, de dimension 3, on a défini au §1au

i ¥ . :
chapitre III, les espaces &, 9., ¥, %k’ ‘ék/gk ’ k/xk On note en plus

§k le groupe des difféomorphismes de MK conservant l'orientation et les relations
dtincidence 3

gk'e la composante connexe de 1'élément neutre dans ‘31:‘

y

sk et %k;e sont des sous—groupes distingués de ‘31;’ et gk;e < gk'

Les moddles Mk (k =0, 1, «eay 5) définis au § 2 ont les propriétés particulidres
suiventes 1

Propriété 1. L'arrondie de M_ est difféomorphe a .

Propriété 2. Ou bien il existe un élément Sy de G d'ordre 2, tel que le sous—

groupe engendré par S, (qu'on note gk) soit canoniquement isomorphe & gk/ﬁ'k ; ou

bien §, =9¢,, on pose alors Sk = {e}.
En effet, pour k=0 et k=5, @k = sk' Pour k=1 et k =2, on prend
pour Sic un difféomorphisme de Mk conservant l'orientation et échangeant les faces (et

4 part cela arbitraire). On note p la rotation d'angle = de Mo autour de la droite

{y =z = 0}, et on prend pour s3 la restriction & M3 de po @"'1 (@ étant

le difféomorphisme de Mo défini ci-dessous au § 7). Enfin on prend pour s 4 la rotation
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d'angle ® de M4 autour de la droite i(y =2z = 0).

Propriété 3. L'a,pplication canonique ¢

(s o)

n:o(Diff(Mk 3 JaMk)) --nro(gk)
est un isomorphisme.

En effet, le cas particulier de la proposition 1 de 1'Appendice donne un isomorphisme :

™,

soit d'autre part jék le groupe des difféomorphismes de aMk conservant l'orientation

(1) KO(Di:t‘f(Mk s I ) —» n'o(l)iff(Mk ; auk)) :
et les relations d'incidence 3k est fibré sur %k, de fibre Diff(Mk 3 aMk) , de
sorte qu'on a une suite exacte @
sne & 2 i H R & % .
rt1(9k) —»x1(xk) —nto(lhff(uk ; BMK)) — 0(gk) —»rco(%k) — 0 ;
on montre sans difficulté & 1'aide du théortme 4 de l'Appendice, et de son corollaire 2,

que 13

uO(JGk) =0 pour tout k ;

et que @

0 pour k =0

Dans ce dernier cas, un générateur de K1(iék) est donné par la rotation d'angle 21

autour de la droite 0z, de sorte que, dans tous les cas, 1"homomorphisme x1(§k) — X, (J'ék)
est surjectif. L'homomorphisme KO(Diff()‘&( ; aMk)) — Ro(gk) est donc bijectif, ce qui,
compte tenu de (1), achdve la vérification de la propriété 3.

Une conséquence immédiate de la propriété 3 est la suivante 3
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Les groupes xo(§k) (pour k=0, 1, «usy 5) sont canoniquement isomorphes au

groupe & (Dire(D” ; 3%)).
S

En effet, d'apres [2] (p. 336, corollaire 3), il existe, du seul fait que Mk est
compacte, connexe, et de dimension 3, un homomorphisme canonique
X (Diff(])3 ; 3%)) — «x (Diff(MK s 3% )
0 2 o
S auk
d'aprés la proposition 2 de l'Appendice, la propriété 1 entraine que cet homomorphisme est

un isomorphisme ; il reste & composer cet isomorphisme avec celui de la propriété 3.

Lemme 1. Soit Mk une variété vérifiant les propriétés 1, 2, 3 ci-dessus. Le groupe

9k;e° 3k est un sous—groupe distingué de sk ; le groupe guotient gk/(gk;e. sk) est

ebélien et canoniquement isomorphe & xo(gk) (et par conséquent & lto(Diff(])3 ; Joc;)) ).
s
Démonstration. Le lemme est une conséquence immédiate de la propriété suivante @

"sous les hypothéses ci-dessus, le commutateur gg'g_1 g'-1 de deux éléments gquelconques

de Yy est dans la composante connexe de 1'élément neutre". On a vu au § 1 du chapitre I

(lemme 1), que cette propriété est vraie pour le groupe Diff s" (quel que soit n) ; on
montre exactement de la méme fagon qu'elle est vraie quel que soit n pour le groupe

Dite(D" ; J®

n-1) ; pour la démontrer dans le cas du groupe 91: , on procéde en deux temps
S

(le second temps est imutile lorsque §k =3k, c'est & dire pour k=0 ou 5).

a. On suppose que 1l'un des éléments g , g' , par exemple g, est dans §k'
. . . * * %1 -1
I1 suffit de montrer qu'il existe g isotope & g, tel que g g'g g soit dans

*
Qk . D'apreés la propriété 3, on peut choisir g de manidre qu'il soit dans

je

Diff(M J;:‘). Soit V une variété difféomorphe & ])3 3 identifions }&: 4 une sous—
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—* *
variété de V= 8V ; soit g 1le difféomorphisme de V obtemu en prolongeant g par

1'identité ; d'aprés le théoréme d'isotopie pour les plongements des disques, généralisé
au cas des variétés telles que Mk (cf. § 4 de 1'Appendice), il existe un difféomorphisme
g' de V prolongeant g' ; le difféomorphisme g g'g 1g' 1 de V induit l'identité sur
— ) o 3 ) I
V-M; puisque V est difféomorphe & D”, il en résulte que g g'g &' est dans la
composante comnexe de e dans Diff{V ; J‘::f) s donc, d'aprés la proposition 2 de 1'Appen—
. LR |

dicey, g g'g g' est dans § .

ke

b. On suppose que ni g, ni g' ne sont dans §k' I1 existe alors, d'aprés la

propriété 2, h et h' dans §'k tels que g-:h.sxk et gt =h.sk. On peut écrire @

-1

-1 -1 -1 -1 -1 -1
ge'g g = (hg')(s h' sh')(hg') (hg'h g')

- =
done gg'e 8" € Fise”
3

Définition des espaces R.k. Pour k =0, 1, ..., 5, on pose 3

gk/(gk;e' Sk) = @k i

(Rk est un revétement surjectif de ék/ 91;' D'aprés le lemme 1, R, est muni naturelle~

k

ment d'une structure d'espace fibré principal, de base 61&/9 K? de fibre le groupe abélien

discret X (Diff(103 3 Jm)).
— o 52

Précisons comment sont définies les opérations de Ko(Diff(D3 H JOO2)) dans Rk.
s

Soit a € Rk et soit o € TIO(Diff(D3 3 Jooz)) ; on choisit arbitrairement un représentant
S

¢ de a, un représentant g de ¢, et un plongement y, d'orientation positive, de D3

dans 1'intérieur de Mk $ yogo 'q)_1 est alors un difféomorphisme de W(DS), qui se
prolonge (par 1'identité sur M - IP(D3)) en un difféomorphisme de Mk qu'on note gv H

¢ o gl}’ est un représentant de 1'élément a.o de Rk.



- 60 -

§ 4. Les espaces G, R G/6 , w, ¥W. L'addition dans G/G .

On note & (respe R, resp. &/G ) 1'espace somme topologique des espaces (‘fk
(resp. ‘Rk’ respe ﬁk/gk) pour k =0, 1, «..y 5. L'espace R est un revétement

surjectif de &/6 ; c'est aussi d'aprds la fin du §3, un espace fibré principal de

base /G, de fibre rto(Diff(D3 ; sz)).
S
Pour tout modile Za (a € {—7, cany 7}) on note Wa la partie de [ G/6 ) x (E/G )

formée des couples (A , A') +tels qu'il existe un difféomorphisme conservant 1'orientation

de Za sur le triple (AUA' , A, A'). Les ensembles Wa gont disjoints. Pour tout «a,

les ensembles wa et w—a sont symétriques 1'un de l'autre (is ee ils correspondent

1'un & 1'autre par la symétrie de (G /6 ) x(G&/E)). On note 3
U Wa = W .
[+ 4 E{_7,o-o’73

D'aprés ce qui précéde l'ensemble W est symétrique ; il en est de méme de 1'ensemble Wo.

Ltaddition dans G /0 . Pour (A, A') € W, on définit la somme de A et A' en

posant
A+ A" =AUA ;
l'opération ainsi définie sur W a les propriétés suivantes @
- elle est commutative ;
— elle est associative au sens suivant : pour tout (A s A' , A") tel que
(A+X)+A" et A+ (A" + A") existent, ils sont égaux ;
—~ elle est régulidre (i. e« A+ B = A + B' entrafne B = B') ; ceci permet de

définir (sur une partie convenable de ((/®) x (E/6) ) une différence ; la différence
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de C et A, Ilorsqu'elle existe, est notée C = A ; on prendra garde que 1'ensemble
correspondent & C — A n'est pas l'ensemble différence de ceux qui correspondent & C
et A, mais l'adhérence de celui-ci.

= elle est continue sur W.

§ 5. Définition et premidrespropriétés d'une addition dans R o

Dans ce paragraphe, on va définir un relévement dans ¥ de 1l'addition ci-dessus ;
ce sera une opération définie sur la partie ¥ de R xR située au-dessus de W.
L'ensemble W étant réunion disjointe des ensembles Wa, Y est réunion disjointe des
ensembles correspondants ‘?a 3 on définit 1'addition séparément sur chacun de ces ensembles
Vo
Soit & € {~T , ..., T} ; soient M, @ * Mi(a) * Mir) les moddles respectifs
des trois éléments de Za ; on désigne les deux derniers éléments de Za respectivement
par Aa et A{;. On note Na 1'intersection de .La et de A&. On choisit deux plonge—
ments conservant 1l'orientation
P, Mi(a) —ij(a) s dlimage Ao: 3
(P& s Mi‘(a) —er (@)’ d'image A& .
On note U 9! la partie de ‘éi(a) x %i‘(a) formée des couples (¢ , ¢') tels que

fa 2%

le diagramme 3

Mi(a)
N
X M3
MJ(Q) / R
@ P

M (a)
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soit commtatif. Puisque @

M;i(oz) =h VL
X est unique, et 1'image de X dans R3 est la réunion des images de ¢ et @'+ On
pose 1t

X=¢~
si on note A, A' , B les projections respectives de ¢, c|)' s X dans &/& s On B ¢
(2) B=A+A'.

La projection de U sur (E/6) x (G/6) est W, t car pour tout

%’ 9o

(A, A") € W‘x il existe par définition un difféomorphisme x , conservant l'orientation,

de M, sur A UA', qui envoie A sur A et A' sur A' ; le couple
ila) « a

(Xo ¢ s Xo Cf‘) est un é1ément de u , situé au~dessus de (A, A").
a « Py Pq
Lemme 2. Soient (¢, ¢') et (Y, y') deux éléments de U , ayant méme
a’la

projection dans xR ; ¢ o ont méme projection dans R.

" oet .y
(PQ:GP&CP &r Yo ?a:’q;a ¥y

La démonstration du lemme 2 repose sur deux propriétés des modéles Za’ et sur un

lemme préliminaire relatif aux espaces fibrés.

Propriété I. Pour tout « € {=7 ,eeey T tout difféomorphisme de A4 resps. A')
’ y ’ — o o

qui laisse stable Na conserve les relations d'incidence.

Vérification. On se borne & la partie de la condition portant sur Aa s elle est
trivialement vérifiée pour i(a) =0 ou 5. Pour les autres valeurs de i(x), soient
. p -1,
Fa;o et ch;1 les deux faces de Mi(a),j(a) qui s'échangent par 9, ° si(a) oq)a ; on

constate qu'il existe toujours h € {0 , 1} +tel que : ou bien N CF 3 ou bien
' @ azh
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< .
Fan;h Na et Fa;1—h¢Na

Propriété . Pour tout « € {-—7, ceey 7}, les homomorphismes :
~ X (D
Hmiqu1muf%)
x (8 i,(ap-—rl1(lef Na)

respectivement définis par P et ?& sont surjectifs.

En effet, il résulte facilement du théordme 4 de 1'Appendice que, pour tout «,
114 1 (Dife Na) a2 Z, la rotation d'angle 27 autour de Oz étant un générateur.

Lemme préliminaire. Soit p : E — B une fibration localement triviale ; soit

(a y b) un couple de points de E situés dans la méme composante connexe par arcs. Si

1'application 3 Ry (E; a) — Tt1 (B ; p(a)) définie par p est surjective, alors quel gue

soit le chemin y, continu dans B, d'origine p(a) et d'extrémité p(b), il existe

un relévement & de Y» continu dans E, d'origine a et d'extrémité b.

Démonstration du lemme 2. Dans le cours de cette démonstration, on utilise les nota~-

tions simplifides i, i' , j au lieu de ifx) , i'(a) , jla).
D'aprés la définition de ®, il existe g € gi.e. Si tel que ¥ = 9o g.
b4

Nécessairement g doit laisser stable N ; donc, d'aprés la propriété I, g appar-

fa
tient & Y; 3 donc %
De méme, il existe g' € gi"e tel que Y' = ¢' o g'. On note g" 1'élément de 9'3.
’

qui vérifie 3

] 'W‘=((P .(P')Og“

v?a"?a P2 %
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g" est un élément du sous—groupe de gj formé des difféomorphismes qui laissent stable

Na (et par conséquent Aa et A&) ; on désignera ce groupe par g(a). Précisons les

difféomorphismes induits par g" sur Aa et A('z H

o g o -1 sur A

J AP % o
'o gt 0(‘3_1 sur  A! .

Pa a )

Considérons le diagramme commutatif suivant

“~ H ~
9(a) & » 9
1

oy o~ .'?(1 o
Iy 9la) I 9

a €2

4 £

Dife N o

o

Dans ce diagramme, l'application Ky est définie par

k,(E) = ¢, o (g[4) o?;’ pour tout g € §(a) ;

00

1'application Oa est un homéomorphisme de 2 g(a) sur une partie de JN §i 3 les

N
« +4

applications E,a et §a o Qa sont des fibrations dont les fibres respectives sont

contractiles, il en résulte notamment

(4) rt1(J§Z§i , va(Jlgzg(a))) =0 ;

(5) 1'application canonique t T, (J;;0 §(a)) — L3 (Dife Noz) est un isomorphisme.

Soit J" (resp. J) 1l'image de g" dans J;o §(a) (resp. dans JN si).
a o

Dtaprds (3), J peut &ire joint au jet e de 1'élément neutre par un chemin continu

de

J° gi ; donc, d'aprds (4), il existe un tel chemin, notd ) qui soit dans l'image de

N
o
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Qa; Y est alors 1l'image par % d'un chemin, noté y", joignant e & J" dans

J;.o g(a). Dtapres (5) et la propriété II,1ls fibration @ §i —_ J;o éi vérifie les
« a

conditions du lemme préliminaire. Il résulte donc de ce lemme que le chemin ¥ peut se
relever en un chemin &6, contimu dans §i’ d'origine e et d'extrémité qa ogo (p:.

Ce qui précede peut se répéter en remplagant i par i', ¢ par ¢', y par v’y

etc. On note y' 1'image de j" dans J;D §i, ; on obtient un reldvement &' de ',
[

continu dans §i" dlorigine e et d'extrémité ?:x og'o q)&-q. Le couple (& , 6')
définit un chemin continu dans g(a), joignant g" & e ; et ceci achdve la démons—
»

tration du lemme 2.

Le lemme 2 montre que l'opération o est compatible avec la projection

t

P09
€ R ; elle passe done au quotient, et définit sur une partie de R xR {(qui est
la projection de W ,) une opération, & valeurs dans R, qu'on note + .
aTy PP

On va en premier lieu étudier le comportement de cette opération vis-a-vis des opérations

de n (])iff(D3 3 Joo)) dans l'espace principal R . Soit (a , a') tel que a + , &'
° s Po? %
existe, et soit (9 , ') un élément de U 9’ situé au-dessus de (& , a'). Soit
a’Ya

o€ KO(Diff(D3 3 JOZ)) et soit g un représentant de ¢ ; soit ¥ un plongement
S
d'orientation positive de D3 dans l'intérieur de Mi (a)' La notation g‘l’ étant celle

définie & la fin du §3, (9 o gy » ¢') est encore un élément de ,y et ona
a’ta

(QPV |‘P')°g hd

(&) (¢ o g‘l') u?as?; ¢ = 9o * s P00

De ceci il résulte en particulier que la partie de % xJb sur laguelle est définie

1topération + , est saturée pour les opérations du groupe
?
a

4
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Ko(Diff(D3 ; J°°2))x no(Diff(D3 ; J°‘;)) ;
s s

or la projection de cette partie sur (G/G) x (G/G) coincide avec celle de 'U.q’ ‘P' '
o’ T

ctest & dire Wa ; donc 1l'opération + , est définie sur l'image réciproque Ve
?
a’ta

de W, par la projectionde RxR sur (6/6) x (€/G) ; en plus on a d'aprés
la formule (6) 1@

(a,.O') + a' =a (a? .0’) = (a +

+ ' ' al ). o
va’?a q’q’ ‘Pa ?a’?a

pour tout (a , a') € ?a et tout o€ Ko(Diff(D3 3 Jcoz)).
S

Soit @ un systeme de couples de difféomorphismes (q’a , (p;) (pour

a € {-—7 gesey 7}). On appelle addition associde & & et on note +@ 1topération

définie sur Y de la fagon suivante : si (a , a') € Vcc’ on pose t

a + , 8" =a +@ a'. On verra au paragraphe suivant que pour un choix convenable du
PPy

systdme @, cette "addition" est bien commtetive. Il résulte de ce qui préceéde que,

pour tout systéme @, 1ltaddition +@ a les propriétés suivantes :

(i) Le projection X —» /6 est additive ; de fagon plus précise, soient a et

a' deux éléments de R, soient A et A' leurs projections respectives dans 6/® ;

pour que & +®a' existe, il faut et il suffit que A + A' existe ; A + A' est alors

le projection de a +® a'.

(ii) 8i a +5 a' existe, alors (a.o) + a' et a +5 (a'e0) existent pour tout

ceExX (Difi’(D3 5 32)), et ona :
o S2

(m (a. o) +®a'=a+® (a‘.o’):(a-&—@ atle o &

(iii) L'opération +® est réguliere, sutrement dit : a +® b=a=a +@ b* entraine
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a =a'. En plus, pour gu'il existe a (resp. b) tel que a+b=c, il faut et il

suffit que C-B (resp. C - A) existe ; (A, B, C désignent les projections respec-
tives de a , b, ¢ dans G/6).

(Bn effet, a +® b=a +® b' entrafne d'aprés (i) +t A + B = A + B! ; donc, d'aprés
la régularité de 1l'addition dans G/, B = B' ; donc il existe o€ no(Diff(D3 ; J;;))
tel que b' =b.0 ; d'aprds (ii), il en résulte t a +p b= (a +5 b)e o 3 done
0 =e¢, done b=>',

Supposons d'autre part que C — B existe, et posons ¢ C - B = A ; soit a' au-dessus
de A ; puisque A+ B =C, il résulte de (i) que a' + b est au-dessus de C, donc
de la forme c.o ; donc d'aprés (ii) on a (&'00'-1) +b=c)e

(iv) L'opération +® est continue sur W .

(En effet, elle a 6té obtenue par passage au quotient & partir des applications

continues . )e

§ 6. Condition de commitativité d'une addition dans R .

On va maintenant particulariser le systéme & comme suit ; soit p la rotation

d'angle ™ de M autour de la droite {y =z = 0}. On choisit :

9
(8) )
l?é Poe, *

D'autre part, on suppose que, pour tout &« #O0, on a :

injection de M, dans MO

-e

1

i

(9) (‘?_ay?la)=(‘f&)‘?a)°
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On va montrer que, pour tout systéme & vérifiant les conditions ci-dessus, 1'opération

+® est commutative.

En effet, pour tout «, les ensemble U , et v R sont symétriques dans
P %o PorPe

GxG, etona, pour tout (¢, ¢') €U , !
Po? P

(10 LR ' = ~ ' '
) q; ‘Pq’?aq} (P ?a’ ?

4

I1 résulte immédiatement de (9) et (10) que, pour « £ 0, on a 3

a' + a=a' !

' +, a
?a’fu ?a’q’a

a + . 8
Po?¥a

I1 ne reste donc plus & montrer que le commutativité de 1'opération + On utilise

for?.

r .
o

pour cela le lemme suivant (qu'on utilisera également au § T)

Lemme 3. Soit a € {-—7, ceny 7}. Soient (tpa ’ q)&) et ((Fa R $&) deux couples de

difféomorphismes vérifiant les conditions du début du §5. On suppose que ces couples

sont "équivalents" au sens suivant : il existe des éléments g , g' , g" situés respec—

tivement dans 9i(a);e.si(a) ’ gi'(a);e' si'(a) R 9j((x);e° 8j(a) tels que 3

~

?a=gﬂoq’aog ;

o' = oM t |
$=g"oqlog ;
alors les opérations + . et +~ .~  cofncident.
P PorPy
Démonstration du lemme 3. Soit (P , ¢') € U , 3 osoit x = @ + ¢'e Ona
Porfa Pa?a

le diaegramme commutatif
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Mi(a._)\g-J
Y . AMi(ct)
‘V \ g0 g
n 11_1 3
Ma)E L () X2 8 g

fa /__f‘i )
M7, 8

I1 résulte de ce diagramme que (Yo g, ¢og') €U, .,, et que:
o’ Ta

(pogla .~ (gt 0g')= o g ;
¢ i @ X

le lemme en résulte par passage su quotient.

Application du lemme 3. Soit (a , a') € Y, D'aprds (10) on a

a + , at =al + | a .
%% L 254
Dtaprds (8) et le lemme 3 :
L a=a'+ . &8 3
(PO’?O ‘?o'?o
ce qui achéve la démonstration de la commutativité de +_.

@

Notion de différence. La commutativité de +® et la propriété (iii) du §5 justifient

la définition suivante : soient a et c¢ deux éléments de R ; s'il existe b € R
tel que a + b =¢, cet élément est unique ; il est appelé différence de ¢ et a,
et noté ¢ — a. Soient A et C les projections respectives de a et c¢ dans

/6 ; pour que ¢ - a existe, il faubt et il suffit que C - A existe.
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§ 7. Construction d'une addition associative et commutative dans R

Définition. Soient A , A' , A" +trois éléments de €/6 ; on dit que (A , A' , A")

est un modéle d'associativité pour une addition +® s'il existe dans R +trois éléments

a, a' , a" , de projections respectives A , A' , A" tels que
+ 1Y & L - LS "
(11) (a.@a.)éa. a,+®(a Qa)

(ce qui implique, bien entendu, que ces sommes existent).

Propriétés des moddles d'associativité. Soit (A , A' , A") un moddle d'associativité.

1°) Quels gue soient les &léments (& , a' , a") de R, de projections respectives

A, A' , A", ona:
a5 at oo g an
(12) (a+®a)+®a —a+®(a+®a).
. . L " . 3 J°
En effet, il existe trois éléments 0o, o' , o" de no(lef(D 3 2)) tels que
s

-~ ~ ~
B = 8.0 3 a' = a'.g' : a' =a'.g" .

D'apres (7) :

it

a4+ a') 4+ an
(a a)q)a,

> [(a 4, a') 45 a"].(0 + 0" +0")

et

il

Y at o " s "
a 4, (a' 4 a") [;,+®(a'+®a)].(a+a +0") 3
(12) résulte par conséquent de (11).

20) Soient (B , B' , B") +trois éléments de ¢/6 ; s'il existe un difféomorphisme

£ de (AUA'UA" , A, A' , A") sur (BUB'UB" , B, B', B"), alors (B, B', B") est

sussi un moddle d'associativité.

En effet, on peut supposer que f conserve l'orientation § f associe alors canoni-

quement 3 tout élément & de R, de projection A, un élément, noté £f.a, dont le
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support est B ; on a @

(foa: + f.&') +® f.a"

> £.((a +_ a') +5 a")

@

] "
f.a +¢ (f.& +¢ f.a ) .
Définition explicite d'un systdme & particulier. On rappelle que p désigne la
rotation d'angle x de Mo autour de la droite {y =z = 0}. On désigne par @ un

difféomorphisme de Ho ayant les propriétés suivantes ¢

(a) ®€ 9, ;
(v) ® applique Do sur ID1 :
(e) po @-1 = @op »

[Il existe un tel difféomorphisme ; on peut par exemple construire ®-1 comme suite.

On définit d'abord e" sur M

,» de manidre que, sur M, N { < LI e}, @—1 induise

2
une "translation", c'est & dire envoie tout point de cote A au point ol le méridien de

-1

ce point perce le plan {z = A~ ;—}, puis on prolonge la définition de & A 1'eide

de la formule (c)].

Soit h un plongement, conservant l'orientation, de M5 dans lui-méme, appliquant

M1 sur A,, Aé sur Aé, D1 sur D4. 8oit g un élément de 9o;e tel que la

restriction de g 2 M1 cofncide avec celle de h o h.

On définit %, et lp; par les formules (8) ci-dessus.

On pose 13
Vo= ind . .
?1 injection de Mo dans M2 H
' = ins . .
q)z injection de M3 dans H1 H
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(pé = injection de M1 dans M5 H
qas = injection de M5 dans M2 H
(|>6 = injection de M2 dans M4 N

Puis on définit comme suit les autres éléments du systéme & :

<P1=q>50hoq95;

(pz est 1l'application de M1 dans M1 définie par ® (autrement dit, ‘Pz est

défini par t ¢ o0 ¢, = ®o q;o)

-e

e

#3=ho¢;

we

Pg= 5 0B 3 @p=9; 0809, 3

we

5 =95 o 9;

[54 est défini au 53] 3

we

q’é:s4oq)6oqsohoq):',

?7 = (p5 oho tf:', 0 (?é H q','T est défini comme suit : la restriction de q),'r a A2

est définie par :

we

P70%% =9 9%,

et la restriction de q?,'r a Mo s'identifie & un élément de § . qu'on note g'.
’

Enfin, on définit et @' pour a =-=T, eeey —1 a 1'aide de la formule (9).
’ ‘Pa Py ’ s

Définition. On dit qu'une addition +@ est associative si, pour =1, 2, 3, 4, 5,

les modeles (.Ac y Aé ’ A'e') sont des moddéles d'associativité pour +®.

Proposition 2. L'addition relative au systéme & défini ci-dessus est associative

et commtative.

Cette addition est la seule qu'on utilisera dans la suite ; on la désignera simplement

par +. Elle est commutative en vertu du §e.
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La démonstration de la proposition 2 repose sur le critére suivant, donnant une condition

suffisante pour qu'un triple soit un moddle d'associativité.

S'il existe des indices i ,J ,k, & ,m, n € {0, 1, .o, 5), des indices

%, By Yy 8 €{-T, .o, T}, et des systimes de difféomorphismes (‘Fa L) (% ’ 7?7,;) ’

($¥ s $i) , (!F 5! %é) respectivement équivalents (au sens du lemme 3) aux systimes

(?a ' ?&) sy etce, définissant 1'addition, tels gue le diagramme :

ait la propriété suivante : "1'application A de Mn dans lui-méme définie par les

formules 3

~ o~ o~ el e
Al(QyBo(pa.Mi)=q;50(pa °9s 3

~ ro ~ ~ el we]
Al(on(P&.Mj)=q)éo cprocp& ° 9, ;

~

~ R |
Al@am) = §poepopy

est un élément du groupe § . .8 ". Alors le triple (¥p o zﬁa'Mi . EP‘45° 6,7&.143, .
b

(’Fé‘Mk) est un modéle d'associativitd.

Pour démontrer que les cing systémes (Ae ’ Aé ’ A'Q‘) sont des modéles dl'associativité,

on applique e¢ing fois ce critére, avec les correspondances suivantes



P T O i T T B
t=1 |, 2 o P P2°0%5 9 % ° ¢’
e=2 ?, ?3 ?s ?s5 ? ?; ? ? e
t=3 |9, 1 P Pg 93 0° 4 54°% %4°% °
b=4 |9y %, % 9 9 9jce e, 97
L O L L L L

La forme pratique sous laquelle l'associativité de l'addition sera utilisée dans

la suite est la suivante ¢

Corollaire. Soit (A , B, C) un moddle d'associativité. On note ¢

A+B=D H B+C=E H A+B+C=F .

Soient a, by ¢, d, e, £ des éléments de R, situés respectivement au-dessus de

A,B,C,D,E, F. Considérons les relations suivantes :

a+b=d4 ;
b+c=e H
a+e=*f H

d*c:f .

Si trois de ces relations sont vérifides, la quatridme l'est aussi.

Démonstration du corollaire. Les quatre cas possibles se raménent aussitét & deux :

O

ler cas. On suppose qu'on &

a+b=d ; b+c=ce ; a+e=1¢fF.,

Alors t d+c=(a+b)+c=a+(b+c)=a+e=*.
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2me cas. On suppose qu'on &
a+b=4 ; a+e=1*Ff d+c=1f.
Pour montrer b + ¢ =e, il suffit d'aprds la propriété (iii) du § 5 de montrer :

a+(b+c)=a+e. Or ona bien ¢

a+{(b+c)=(a+b)+c=d+c=Ff=a+e.



Chapitre V. Les sous-variétés de petite complexité

Ce chapitre est essentiellement consacré & construire le "démarrage" d'une section
du revétement R, c'est.d_dire & construire une telle section pour les éléments de
petite complexité. Au passage on démontrera deux résultats (10 des lemmes 2 et 6)
qu'on a utilisés au chapitre III (§ 5, lemmes « et g) pour la démonstration de la conjec—
ture de Schonflies. Au § 2, on démontrera un lemme du type "cancellation lemma" qui sera

utilisé au chapitre VI.

§ 1. Etude de §F1/JG1.

Les notations utilisées sont celles du §1 du chapitre III.

Définition. Soit F € 371/2’61 ; soit D 1la face horizontale de F ; si pour tout
x € D, 1la verticale de x coupe F - D +transversalement et en un seul point, on dit

que F est transversal aux verticales.

On note € 1la partie de .‘71/331 formée des éléments transversaux aux verticales.

Lemme 1. € est contenu dans 1'image de §1/‘~31, et le rev8tement R admet une

section continue ¢ au-dessus de €.

Démonstration. Il est commode d'utiliser, au lieu du modele M1, la partie M1’

de la boule unité de R3 définie par 2z » 1/2 ; (le choix d'un difféomorphisme de M1
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sur Mj, par exemple @® ]M1 (cf. chapitre IV, § 7) permet d'identifier les espaces

fonctionnels relatifs & M1' aux espaces analogues relatifs & M1). On note D_‘ la

face horizontale de M1' .

Soit Fe€ 3 soit D 1la face horizontale de F. Soit h un difféomorphisme de
])1 sur D, compatible avec l'orientation induite par M1‘ sur D1 et celle induite
par l‘!:‘ sur D. Par lindarité sur chaque verticale, h se prolonge en un difféomorphis-
me f, conservant 1l'orientation, de M1' sur ﬁ'. Puisque Ko(Diff Dz) =0, h est

bien défini & une isotopie prés ; donc f est bien défini & une isctopie prés.

Lemme 2.

o ° ,
1) (5‘1/5@1)(0,0) est contenu dans 1'image de 31/‘31,

2°) Le revétement R admet une section contimie ¢ su-dessus de (&,/ J@,)‘ZO o)’
b 4

telle que ¢ et t cofncident sur CN(F.,/% )0 .
lelegue ¢ £ 2ur Z17%47(0,0)

Démonstration. Soit P € (9’1/361)(()0 0) s tout plan horizontal coupant F assez

’
prés de son sommet définit une décomposition de F en deux éléments dont l'un appartient
& %. Il en résulte que tout compact } de ( 91/581)?0 o) peut &tre déformé sur
?
(971/361 )(()0 o) °Bume partie de €, de facon que ¥ NG reste dans <€ au cours
’

de la déformation ; d'ol & la fois le 1° et le 2°.

Corollaire. (6"0/380)%0 0) est contenu dans 1'image de '50/90, et le revétement
’

R admet une section continue ¢ au-dessus de (F /B )7 ..
- _—— = o’ ®o’(0,0)
Démonstration. Soit P € (9"0/360)?0 o)} soit (A , B) une décomposition d'Alexander
’

de F 3 nécessairement A et B sont dans (5'1/581)?0 0) 3 donc d'eprés le lemme 2
1



-78 -

ci—dessus et le lemme ¥ du chapitre III, § 5, F est dans l'image de ‘éo/f}o. En plus,
deux telles décompositions peuvent &tre déformées continiiment l'une dans l'autre, de
sorte que si l'on pose @
o (F) = g(a) +0(B) ,
cette valeur est indépendante du choix particulier de la décomposition.

Le résultat suivant précise le 10 du lemme 2 ¢

Lemme 3. Soient F et PF' deux éléments de ( 51/781)(()0 o) ; on suppose que les
2

faces horizontales D et D' de F et F' d'une part, et leurs sommets s et s’

d'autre part, sont dans le méme plan horizontale. I1 existe alors un difféomorphisme g

de R3 tel que 3

(agdo g laisse la cote invariante ;

(b)e g(F) =F'.

Démonstration. Supposons que la cote de s soit O et que celle de D soit 1.
On va construire un difféomorphisme g de R2 X ]-oo ’ 1] , & support compact, vérifiant
(a) et (b) ; (un tel difféomorphisme se prolonge sans difficulté en un difféomorphisme de
R3 vérifiant (a) et, nécessairement, (b)). La construction de g se fait en deux temps :

ler temps. On suppose que s et s' sont confondus & 1'origine 0 § F coincide
alors au voisinage de 0 avec le graphe d'une fonction f : Rz —» R, définie au voisi-
nage de O, telle que :
(1) 20) = 32(0) = £(0) =0
(2) La forme quadratique des dérivées secondes de f en O est définie positive.

Par une application classique de la formule de Taylor, f se met alors sous la forme
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(3) 2(x , y) = Alx , y)x + 2B(x , y)xy + Clx , ¥)y°
avec
1 %
(4) Alx , y) =j —z(tx , ty)(1 = t)dt, etc.
0 ox

de sorte que, compte tenu de (2), AC - 32 et A sont positifs & l'origine ; on

peut donc, su voisinage de 0, décrire (3) sous la forme @
2 2
(5) f(X,y)=?(X,y)+l§'(x,y) ’

avec

Alx , y)x + B(x , y)y

(x Y) =
¥ |atx , :1)11/2
(6) /
_fAlx, y) Clx , ¥) - B%(x , y)\/2
w{x ’ }*) -‘( e 5 o) - ? Y -

Les équations (6) définissent un difféomorphisme laissant fixe O, d'un voisinage de O
dans Rz sur un autre tel voisinage ; soit ho un difféomorphisme de Rz, & support
compact, cofncidant avec (6) sur un voisinage V de O ; posons
go(x » Y s 2) = (ho(x » ) s 2)

go applique la partie du graphe de f située au—dessus de V sur la partie du graphe
de la fonection x2 + y2 située au—dessus de go(V) ; puisque F et le graphd de f
coincident au voisinage de 0, et ne rencontrent le plan {z = 0} qu'au point 0, il

. X 2 2 . ‘
existe 6 > 0 +tel que gO(F) et le graphe de la fonction x +y cofncident pour
z £ 6 De méme & ¥ correspondent f£' , &' et un difféomorphisme g(‘) ; soit
€ = inf(6 , 6'), la restriction de g(v)"‘ °og & {z ¢ €} conserve la cote, et applique
'Fn{zss} sur F'n{_z«e).

2me temps. Le choix d'un difféomorphisme de 81 sur F n {z < 5/2} permet (& 1'aide
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des lignes de gradient de la fonction z sur F) de définir un difféomorphisme k de

S1 x [8/2 R 11 sur F n {5/2 <z g 1), conservant la cote. Soit £ 1le groupe des
difféomorphismes de Rz b support dans un disque assez grand j l'application canonique @
£ — pi(s! , B?) est localement différentiablement triviale (cf. [2], 11, 2.4.4) ; or

k s'identifie & un chemin différentiable dans Pl(S1 R Rz) ;s donc k peut se prolonger en
un difféomorphisme g1 de Rz X [6/2 s 1], & support compact, conservant la cote. De
méme & F' on associe g; H g; o g;1 conserve la cote et applique P 0 {6/2 $Z ¢ 1}

sur la partie correspondante de F' ; il n'est pas difficile de modifier ce difféomorphisme
de facon qu'il se recolle avec g(')—1 °g, le long de {z = 6/2}.

Corollaire. Soit F € ( 9’1/361)(()0 o) ; on note D la fagcon horizontele de F.
!

On note ¥ le sous-espace de (371/361)?0 o) formé des €léments F' dont la face
’

horizontale est confondue avec D, et dont la seconde face F' ~ D est tangente &

F~ D le long de 9D, et situde du méme c8té de D. Soient F' et F"' deux

A A
éléments de ¥ ; soit V un voisinage arbitraire de F' y F". Il existe un chemin

contimu + ¢ —» F , joignant F! A F* dans ¥, el que Ftcv pour tout

t€fo,1].
Démonstration. On peut évidemment se borner au cas ou F" = F, Soit g un difféo-
A A
morphisme "horizontal"™ de F sur F', donné par le lemme 3 ; en modifiant g par une
isotopie horizontale de 83 (dont le support peut &tre choisi dans un voisinage arbitrai-

rement petit de D) on se raméne au cas ol il existe un voisinage W de D sur lequel

g se réduit & 1'identité. Il existe, dans la partie de ¥ formée des éléments contenus
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A

dans PF, un chemin « d'origine F, d'extrémité F‘1 contenue dans VW ; (d'aprés le

lemme 3, il suffit de montrer ceci dans le cas ou F = M{, cas trés simple ol l'on est
ramené & une propriété des fonctions réelles d'une variable). Le trensmué @ de o par
g est un chemin d'origine F' et d'extrémité P, dans la partie de ¥ formée des

1

A
éléments contenus dans F' ; il suffit done de composer « avec l'opposé de B.

§ 2. Agplicationlg_lg suppression des singulerités primitives.

3

Définition. Soit F une sous—variété différentiable de dimension 2 de R
(éventuellement avec bord) ; un couple (¢ , s) de singularités de Morse de la fonction
cote sur F est dit primitif si ¢ est un col et s un sommet, et si les conditions
suivantes sont remplies 3

10) Si P désigne le plan horizontal de ¢, PN F contient une "boucle” L de
sommet s {c'est & dire une courbe fermée sans point double, différentiable sauf en s,
oll elle présente un point anguleux).

20) L est conteru dans F - 9F, et borde sur F un disque topologique DF’ sur

lequel la cote n'a pas d'autre singularité que c¢ et s.

30) Si DP désigne 1l'enveloppe de L dans son plan, on a DP NF=L

Remarques.

10) D'aprés la condition 30, DP a en s un angle saillant.

° 3 2 N ) 3
27) DP v DF est homéomorphe & 8°, done son enveloppe DP U DF est homéomorphe & D~.

30) I1 existe des éléments de 56/380)0 non trivieux (c'est & dire ayant au moins

un col) sur lesquels il n'y a aucun couple primitif ; ce fait ne peut se produire que pour
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des éléments ayant au moins trois cols.

Lemme 4. Soient P, c , s, L, DF et I)P comme ci~dessus. Soit V un

Yoisinage suffisemment petit de DU DF 3 il existe dans 1'espace des sous-variétés

de R3 difféomorphes & F un chemin + v Ft , d'origine F, ayant les propriétés

suivantes 3

1%) F, n (B> = V) ne dépend pas de t ;

20) I1 existe t1 € ]O ’ 1{ tel que Ft NV ait (pour ls fonction cote) deux

singularités pour + < tT’ toutes deux du type de Morse ; une seule singularité, du

2
type x + y3, our + = t1 3 et aucune singularité pour t > %

10

30) Pour t € [0 ’ 1[, la cote du col de Ft NV reste arbitrairement voisine de

celle de c.

Démonstration. Soient F et F' deux surfaces présentant chacune un couple primitif ;
on suppose que c¢ et c¢' sont confondus en O ; on peut méme, d'aprés la remarque 1°
ci-dessus, se ramener par un difféomorphisme horizontel de R3 au cas ol les boucles L
et L' sont confondues ; enfin on se raméne par une affinité au cas ob s et s' ont

la méme cote. Je dis que, dans ces conditions, il existe un difféomorphisme horizontal

de 83, laissent fixe L, qui applique un voisinage de DF dans F sur un voisinage
de DF' dans F'.

En effet, F cofncide au voisinage de O avec le graphe d'une fonction £, qu'on
peut mettre sous la forme (3) ci-dessus ; cette fois AC - B2 est négatif & 1l'origine,

et, pour un choix convenable des axes, il en est de méme de A ; de sorte que, ¢ et

¥y étant toujours donnés par les formules (6), on peut écrire (3) au voisinage de O
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sous la forme :
(5') 2( 2 2
X,¥) =-9%(x,y)+ pix, y).

Il existe donc un difféomorphisme horizontal de R3 qui, au voisinage de 0, applique
F sur le graphe de la fonction —x2 + y2. Le méme raisonnement s'applique & F' ; il
existe donc un difféomorphisme horizontal g de Ra, qu'on peut choisir laissant fixe
L, qui, au voisinage de O, applique F sur F' ; en composant g avec un difféomor-
phisme horizontal convenable de R3, on obtient un difféomorphisme horizontal qui laisse
fixe L et applique un voisinage de L dans F sur un voisinage de L dans PF' ; il
suffit alors d'appliquer le lemme 2 pour établir 1'assertion ci—dessusa.

Ce qui précéde montre qu'on peut se borner & démontrer le lemme pour une surface F

. . - . 3 2 2
particulidre. On choisit pour F 1le graphe de la fonction f£(x Yy Y) =y +y —-x y et
pour V un voisinage arbitraire de DP ) DF. La déformation cherchée peut alors &tre
définie explicitement comme suit. Soit € > 0, suffisamment petit, soit h une fonction
R 3 2 . . .

— R telle que :y” +y° - h(y) soit négatif pour y € ]—1 - €, €|, nul ailleurs ;
h'(y) > 0 pour tout y ;
1 1
B (- ) 0 5 B(y) £0 pour y£- 1.
Soit k une fonction analogue & h, mais relative & 2¢, et telle que 3
k(y) < h(y) pour y € [—1 -€, e] .
Soit, pour b > 0 et a < b, Xqp Une famille de fonctions différentiables R -— R,
’

dépendant différentiablement de (a y b), telles que ¢
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(x)=x2 dds que 23b ou a=0 :

Xa,b
xa,b(o) =a pour tout (a , b) ;
X;,b(o) =0 X;”b(x) #0 pour x#£0

X;,b(o) £0 .
On pose

2
ft(X.Y)=y3+y +X (x) .

t(y>+y2-n(y)) oy (y)

le graphe de £, . En effet, le 1° est vérifié dds que €

On peut prendre pour F +

t
est assez petit ; le 2° résulte au fait que les points singuliers de la fonction cote sur

F, NV sont les points & tangente horizontale du graphe de la fonction +th(y) +'(1—t)(y3fy2);
un calcul de dérivée immédiat montre que la cote de ces points est fonction déeroissante

de t ; donc en particulier la cote du col reste comprise entre -(53 + 62) et 0 ;

dtol le 3%

- o
§ 3. Etude _d._g. (ﬂz'o/ﬁo)(1 ,O).
Soit F € ( 9;/}80)?1 o) ; soit ¢ le col de F ; soit P le plan horizontal de ¢ ;
b
PN F est une courbe différentiable connexe avec un point de self-intersection transver-—
sale. La classification de ces courbes (relativement aux difféomorphismes du plan) est

immédiate,il y & deux types possibles 3

oo B)

type 1 type II



- 85 -

Si PF' est un é1ément de ( 3’0/360)?1’0) voisin de F, P N F' est une courbe voisine
de PNPF. [On peut en effet se ramener au cas ol ¢ et c¢' sont confondus en O ;
1'intersection de F et F' avec P &tant transversale sauf en O, il suffit d'étudier
le voisinage de ce point j or il résulte des formules (4) et (6) ci-dessus qu'on peut
mettre F sous forme canonique au voisinage de 0 par un difféomorphisme local conservant
la cote, et dépendant continfiment de F.] De ceci résulte en particulier que si F et F!
sont dans la méme composante connexe de ( 370/360)?1 ,0)? PN F' est du méme type que
P nPF. Dlautre part on montre sans difficulté (en procédant comme dans la démonstration
du lemme 4) que si PNF et P'N F' sont du méme type, et si les demi-normales & F

- A
(respe F*) en ¢ (resp. c¢'), sortantes relativement & F (resp. F') sont dirigées
dans le méme sens, F et P' sont dans la méme composante connexe de ( 3'0/3‘@0)(()1 ,0) H
cet espace a donc quatre composantes connexes j par symétrie, on se ramdne & &tudier les
deux composantes définies comme suit 3
—type « t PO F est du type I, et la demi-normale sortante en c¢ est dirigées vers le haut ;

— type £t PNF est du type II, et la demi-normale sortante en c¢ est dirigée vers
le bas.

.

type « type p
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Lemme 5. Soit @ le sous-espace de (50/360)?1 o) formé des éléments F tels
’

qu'en gucun point de PN F le plan tangent & F ne soit vertical. Tout compact X de

° , o .
(870/360)(1’0) peut §tre déformé sur (5‘0/360)(1,0) en une partie de & , de fagon que

dans
X¥ng reste eu cours de la déformation.

Démonstration. On se raméne immédiatement & ne considérer que les éléments dont le col
¢ esten 0. Pour € > 0, on note De le 2-disque horizontal de centre O, de rayon €.
Pour tout F € & et tout u € PN F (distinct de O0), on choisit, dans le plan normal en
u & PN F, le repere constitué de la demi-normale horizontale » en u & PN F (orien-
té vers 1'intérieur de i:‘ si F est du type a, vers 1l'extérieur si P est du type B)
et de la verticale ascendante. On note «f(u) 1'angle (compris entre O et «) de v
et de la ligne de pente (orientée vers le haut) du plan tangent en u & F.

Seit € > 0, assez petit pour que, pour tout F € ¥, il n'y ait aucun point de
De N F ol le plan tangent & F soit vertical. Soit 1> 0, assez petit pour que, pour
tout F€ %, FN(P~ D€/2) admette dans P un voisinage tubulaire de rayon ‘ll, qu'on

note T « Soit & tel que
Fyq q

0 < 6/1( < inf tg a(u) .
FEX ;1 =1, 2
u€Ffn (P-De /2)

Soient 1 p une fonction différentiable 3 P —» [0 . 1_], nmulle au voisinage de De /2
égele & 1 en dehors de De 3

@ une fonction différentiable R — {0 ’ 1], égale & 1 au voisinage de 0, nulle

en dehors de [—5 , +5} 3
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¢, (pour a et b€ [, +1) un aifféomorphisme de R, dépendant différentia-
’
blement du couple (a , b), se réduisant & 1'identité en dehors de f_-f( ’ +1ﬂ, tel que
a) = b .
cPa,b( )
A tout FE€X on associe 1'isotopie horizontale Y de R3 définie comme suit :

Y laisse fixe le complémentaire de T X [—6 , +6] ; et pour u € Fn(P ~ De/z)’

F,‘r(
lv] 61( et lz] § 6, 1'image par Yt du point de coordonnées (v , z) du plan normal
en u & PNP est le point de ce plan dont les coordonnées sont @
(v + tp(u) w(z v)-v z
P ) ( )(?a,b( ) ) )

avec ¢

a = z/tg a(u) ; b = z/tg géu__)

La déformation définie par @ (F, t) — (F) a les propriétés voulues.
? xt

Lemme 6.

1%) (S‘O/ZO)?,',O) est contenu dans 1'image de 60/90.

20) Le revétement X admet une section continue au-dessus de (3’0/360)?1 0)*
?

Démonstration. On s'occupe successivement des éléments du type a et du type B ;
dans chaque cas il suffit, d'aprés le lemme 5, de considérer les éléments qui appartiennent
au sous—espace 2 .

Iype a. Soit F €9 , de type a. On considére deux plans horizontaux P+ et P,

voisins du plan horizontal P du col ; P+, situé au-dessus du col, coupe F suivant

deux cercles C1 et 02 s P, situé au-dessous du col, coupe F suivant un cercle 03.

N

Pour i =1, 2, 3, Ci borde un disque horizontal Di H Di est contenu dans F, et
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coupe par conséquent F en deux parties ; on note Ai celle qui ne contient pas le col ;
Ai » Az ’ A3 sont disjoints ; ce sont d'aprés le 1% du lemme 2 des éléments de 31/31 3

on note @

Puisque F €9 , il existe, dés que P+ est assez voisin de P, un élément Ai (i=1,2)
de % [cf. § 1 ; on identifie ici ¥ & son image dans 231/31] dont la face horizontale
soit Di’ et dont la seconde face soit située au-—dessus de Di et se raccorde & F 1le

long de Ci. Si P est assez voisin de P, B U A; u Aé est un élément de < ; donc

By A1' v Aé v A3 est un élément de ﬁo/go, done également F, gqui lui est difféomorphe.

Les valeurs de 0‘(A1) ’ O'(Az) s o'(A3) étent données par le lemme 2, et celles de

'E(A{) ’ ‘t(Aé) y T(Bu AL v Aé) par le lemme 1, on pose successivement 1

L ] w—— ] L] .
a(BuA1UAZUA3)-t(BuA1UA2)+a(A3) ;

6(Bu AB) = (c(Bu AMUAU A3) - 'c(A;)) - ‘c(.A.é)

-e

O'(ﬁ‘) = (e(B v Ag) + 0‘(A1)) +o‘(A2).
I1 résulte de 1'associativité de 1'addition dans R (cf. chapitre IV, § 7, proposition 2)
que l'on obtiendrait le méme résultat en permutant le réle des indices 1 et 2. I1 résulte
de la continuité de l'addition dans R que la valeur de O'(i;) ainsi obtemue est indépen—
dante du choix particulier de A1' et A.é, car on peut par exemple passer continfiment de

A1' a tout élément analogue 11'. Egalement par raison de continuité, la valeur de o (F)

ne dépend pas du choix particulier des plans P+ et P . Enfin il est immédiat que la

section ainsi définie est contimie.
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Type P. Soit P € & , de type Pf. On considére cette fois trois plans horizontaux

P+, P-H- et P, voisins du plan P, 1l'ordre par cotes croissantes étant : P, P, P+ ’
P-H-' Le plan P+ (resp. P‘H_) coupe F suivant deux cercles C1 et C2 {resp. 03

et 04) 3 P_ coupe F suivant un cercle C Pour i=1, «¢eop, 53, Ci borde un disque

5.
horizontal Di s on choisit les notations de facon que D1 C D2 et ])3 cD 4+ Le disque

D, est extérieur & F, et définit avec l'une des parties en lesquelles C

1 coupe P,

1

A

un é1ément de @1/91 qu'on note A1. Le disque D. coupe F en deux parties, on note

5

A5 celle qui ne contient pas le col. Si I’+ et P sont assez voisins de P, on peut

définir des éléments A; et A}). de & (analogues aux éléments A1' et Ai définis pré-

cédemment) ; en plus, on choisit A,; de facon qu'il soit entidrement en-dessous de P-H—'

Le disque D 4 coupe (P U Aj) - A1' en deux parties ; on note A4 celle qui ne contient

pas le col. On note :
(P UA1) - (A4U A5) =B,

Si P++ a été choisi assez voisin de P, (B - A;) v Aé est un élément de E ; donc

(B ~ A{) UAL UL, estun élément de ‘&o/?jo ; donc également P, qui lui est

difféomorphe.
On pose successivement
— Al = - ' .
o((B A1)UA§UA4) T ((B A{)UA5)+ 6(A4) ;
E—1 - -— 1 .
o(BU A4) = (c((B A,;) u Al UA4) + -c(A;)) 't(As)) ;

a(f?) = (o(B v A4) - G'(A1)) + O'(As) .
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Propriétés de la section construite au lemme 6.

10) La construction faite —ci-dessus (dans le cas du type a) s'applique aussi au cas

ol deux sommets de F sont au méme niveau. Il en résulte que la section ¢ peut se prolon-

ger continfiment & la partie de ( 8‘0/360)1 formée des €léments ayant un col, et dont deux

des trois sommets sont au méme niveau.

2°) La section ¢, définie sur ( 50/360)(()0 o) 2er le corollaire du lemme 2, et
’

Su.

H

(8‘0/%0)?1 0) par le lemme 6, peut se prolonger par continuité aux points de
2

(370/380)1 ayant O col et un point critique non de Morse.

Ceci se démontre & l'aide du lemme suivant qui est une conséquence immédiate de la

proposition 7 du chapitre II ¢

Lemme 7. Soient & un ouvert de (c‘FO/JGO)O et B un ouvert de (50/580)1 tels

que QUB soit un voisinage de (B dans 870/180. Soit ¢ une section partielle

continue de R, donnée au-dessus de Q. Soit F €H ; s'il existe un voisinage ¥

de F dans @ u¥ tel que ¢ puisse se prolonger en une section continue au-dessus

de AUV , on dit simplement gue o est continue en F.

10) S8i ¢ est continue en iout point F € 8, 0 peut &tre prolongée par contimuité

A aus .

20) S'il existe un chemin a« dans QU B traversant B en P pour + =1/2, tel

que 0 o « puisse &tre prolongé en une fonction continue au voisinege de t = 1/2, alors

o est continue en F.

Oy . . i g
37) 8i ¢ est continue en un point F' situd dans la composante connexe de F dans

B, alors o est continue en F.
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Le lemme 7 s'applique ici comme suit. Soit F un élément de ( 8‘0/%0)1 ayant

0 col, et un point critique non de Morse, qu'on note e. On suppose par exemple que

le normale & F en e, sortante par rapport & 1‘;‘, est dirigée vers le haut, et que (& un
difféomorphisme horizontal prés) F cofncide au voisinage de e avec le graphe de la
fonction z = —x2 + y3 ; les points de ( 9‘0/560)0 assez voisins de F sont alors du

type «. Soit P le plan horizontal de e ; on peut déformer F, par une isotopie horizon~
tale laissant fixe un voisinage de e, en un élément F' de (50/760)1 tel qu'en aucun
point de P N F' le plan tangent & F' ne soit vertical. D'aprés le 30 du lemme 7, il

suffit de vérifier au point F' 1la condition du 2° de ce lemme. Soient P+ et P

deux plans horizontaux situés, le premier au-dessus, le second au-dessous de P ; on note

A A
P+ NnF = D1 ;s P NP = D2 3 on note respectivement A

1 ? B et A2 les adhérences

A
des parties de F' situées au—dessus de P+, entre P+ et P, en-dessous de P .

Si P+ est assez voisin de P, il existe un &lément A1' de ©, situé au-dessus de

D se raccordant avec F' le long de 9D,. Soit V un voisinage de e situé entre

1’ 1

P+ et P_; soit t+—— F_L un chemin traversant (50/760)1 en F' pour t =1/2,

A
tel que F_;‘ n (R3 - V) soit indépendant de t 3 F,L est de la forme @

A
| =
Ft = A1 v Bt U A2 avec B1/2 B

posons !

A
"o At
F‘b—A1UBtUA2 .

Le chemin t — Fg traverse (50/%0)1 pour t = 1/2. Si 1'on a choisi P assez

voisin de P, A1' UB est un élément de G, donc A1' v Bt est un élément de € pour
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t assez voisin de 1/2. Donc, par construction de la section ¢ sur (570/.',‘60)((,0’0)

et sur (90/%0)?1’0), on a, pour tout + assez voisin de 1/2, et différent de 1/2
U(F;;) = 'C(A{ UBt) + O'(Az) .

La fonction 4 +— O (Ffé) peut donc se prolonger en une fonction continue sur tout un

voisinage de la valeur 1/2. Il en est donc de méme, d'aprds la continuité de 1'addition

dans &, de la fonction + »— O-(Fi'z)'

Finalement, les résultats des paragraphes 1 et 3 du présent chapitre peuvent se
résumer comme suit t gréce au 1° des lemmes 2 et 6, la conjecture de Schtnflies est compld~
tement établie pour toutes les variétés dont ltarrondie est difféomorphe & D3 {cf. chapitre
Iv, § 5, corollaire 1 de la proposition 1) ; comme d'autre part le lemme 4 du chapitre I,

§3 s'étend sans difficulté & ces variétés, l'espace & /9. et l'espace &, /B
L.espace k' Yk £t 1 espace ¥ Pk

relatifs au moddle M.k (cf. chepitre III, § 1) sont cenoniquement homéomorphes pour
k=0, 1, «vay 5« Les résultats concernant 1l'existence de sections partielles pour le
revétement R peuvent donc s'exprimer indifféremment en termes de ltespace /G ou de
1'espace &/ff (somme topologique des espaces Jk/JGk pour k =0, 1, esay 5) ; dans
toute la suite, on conservera le point de vue F/H ; ce qu'on a établi jusqu'd présent
dans cette voie est rassemblé dans la proposition suivante :

Proposition 1. Le revétement X — F/H admet au-dessus de

(51/361)?0,0) u (50/560)(()0,0) U ( 3‘0/ JGO)(()1’O) une section ¢ continue, additive,

c'est-d.dire telle gue, pour tout F € (50/%0)(()0 0) et pour toute décomposition
?

d'Alexander de F en deux éléments A et B de (871/361)?0 0)? on ait
?
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o(F) = o(A) + o(B)

&t vérifiant les conditions suivantes @

(*) o est continue aux points de (970/150)1 ayant 1 col, et dont deux

sommets sont situds dans le méme plan horizontal.

(**) ¢ est continue aux points de (é’J"O/ZO)1 ayant O col et un point critique

non de Morse.



Chapitre VI. Construction d'une section additive

pour le revétement R .

§ 1. Notion de bon arrondi et notion de complexité pour les modéles & deux srétes.

Soit F € (:Yk/xk)" (k =1, 2) ; la définition d'une décomposition d'Alexander
de F est analogue & celle donnde au § 3 du chapitre III pour k = O, mais il faut
ici imposer une condition supplémentaire au cercle minimal C ¢ son plan doit &tre
distinet de celui qui contient la face horizontale de F. L'élément de 5k/56k
(k =3, 4 ou 5) obtenu & 1'aide d'une telle décomposition vérifie les conditions suivan~
tes t ses deux faces non adjacentes sont situdes dans des plans horizontaux distincts et
non tangents & la 3e face, et cette 3e face est de Morse pour la cote ; on définit
(3"k/36k)° (k =3, 4, 5) comme étant la partie de S’k/JGk formée des éléments qui
vérifient ces conditions. On note (&F/§ ) 1tespace somme topologique des espaces
(E)Tk/%k)" pour k=0, 1 ,..,, 5.

Soit F € EFO/J@O, et soit (F , D' , D") une double décomposition de F ; d'aprds
les propositions 1 et 2 du chapitre IV, cette double décomposition définit (& 1l'ordre pres)
un modéle d'associativité ; & ce moddle sont associés (comme dans le corollaire de la
proposition 2 du chapitre IV) 6 &léments de U/5H ; 1'un de ces éléments est F ; 4
correspondent & des moddles ayant une ar8te (ce sont les é1léments associés aux décom-

positions simples (F , D') et (F , D")) ; le 6e élément a deux ar8tes. Supposons
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maintenant F € ( 8"0/30)0 ; on a slors la notion de double décomposition d'Alexander de

F : c'est une double décomposition (F , D' , D") +telle que (F , D') et (F , D")

soient des décompositions d'Alexander, et que les plans de D' et D" soient distinets ;

les 6 éléments de F/f associés & (F , D' , D") appartiennent alors & ( #/p )O.
Soit P € (9'k/$k)° (k =3, 4, 5); soient D' et D" les faces horizontales

de P, C’' et C" leur bord respectif ; on dit qu'un élément F' de (8"1/£1)((J0’0)

arrondit bien P le long de C' si les faces horizontales de F et F' se raccor-

dent le long de C' de facon que ﬁ't %\' existe, et si F' ne rencontre ni le plan

de D", ni aucun plan horizontal tangent & F. Soit de méme F" arrondissant bien F

le long de C", on suppose en plus qu'il n'existe aucun plan horizontal rencontrant &

la fois PF' et F" ; on dit alors que 1'élément F  de (50/%0) défini par :

est un bon arrondi de F. Il est immédiat que la complexité de Fo est indépendante

»

du choix particulier de F' et F" ; par définition, c'est la complexité de F.

Propriétés immédiates.

i

1°) Soit F € (sfklzek)" (k=3,4,5); soient F' et F'" définissant un
bon arrondi Fo de P ; alors Fn est un bon arrondi (au sens de chapitre III, $ 3,
définition 2) pour chacun des arrondis partiels de F respectivement définis par F'
et P4,

2°) Soit P ¢ (5‘k/£k)o (k =1, 2) ; soient A et B les éléments d'une

décomposition d'Alexander de F ; la complexité de A et celle de B sont au plus égales

& celle de PF.
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30) Soit F € (3'0/360)0 ; soit (F, D' , D") une double décomposition d'Alexander
de PF.

a. Les 5 &léments de ( F/H )° définis (outre F) par cette décomposition sont de
complexité au plus égale & celle de F ;

b. Si 1'une au moins des décompositions (F , D') et (F , D) est simplifiante,
1'é1ément & deux arétes défini par (F , D' , D") est de complexité strictement plus
petite que celle de F. (Donc, si chacune des décompositions (F , D') , (F , D") est
simplifiante, les 5 éléments définis par (F , D' , D") sont de complexité strictement

plus petite que celle de F.)

§ 2. Construction d'une section additive au~dessus de (3"/,5 )0.

Définition. Soit & wune partie quelconque de ( F/H )o 3 on dit qu'une section ¢
du revétement R — &/, définie au-dessus de Y , est additive si pour tout F €y ,
et pour toute décomposition d'Alexander de F dont les éléments A et B appartiennent
& Y4, ona:
o(F) = o(A) T o(B)
avec le signe 4+ ou le signe - suivant que la décomposition est additive ou soustractive.

Proposition 1. Soit ¢ une section continue et additive du revétement R, définie

au-dessus de (51/331)‘(’0’0) v (30/360)‘(’8’0) U (50/380)‘(’1,0), et vérifiant la condition

(*) de la proposition 1 du chapitre V.

Lo section ¢ peut se prolonger d'une menidre unique en une section o Ccontinue

et additive au-dessus de ( F/§ )°.
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Remarque. Seule l'existence d'un tel prolongement sera utilisée dans la suite.
La démonstration de la proposition 1 repose sur deux lemmes de récurrence.

Premier lemme de récurrence. Soit (i , j) un couple d'entiers tel que

(i 4 3) »(2,0). Soit o une section additive de R définie au-dessus de (F/H )0< (i,3) ;
H

o peut se prolonger d'une manidre unique en une section ¢ additive au-dessus de

[ (o] . . - .
(17/.5 ) <(i,j) v (90/,60)(1,3')' Si en plus ¢ est continue, ¢ est continue.

Démonstration du premier lemme de récurrence. On peut supposer ( 50/ xo)(()i,j) non
vide (sans quoi le lemme est trivial). Soit P € (50/380)?i'j) ; puisque (i , j) » (2, 0),
il existe d'aprés le lemme 2 du chapitre III, § 4 une décomposition d'Alexander simpli-
fiante (F , D) de F ; soient A et B les éléments d'une telle décomposition ;

6(A) et o (B) sont définis ; nécessairement g(F) doit vérifier 3

(1) 5(F) = o(a) 2 o(B)

avec le signe + ou - suivant que la décomposition est additive ou soustractive ; ceci
montre 1'unicité de & .

On va montrer que la valeur de o_'(F) définie par (1) est indépendante de la décompo-
sition choisies Soit (F , D') une autre décomposition d'Alexander simplifiante de F,
soient A' et B' ses éléments ; on peut supposer (en introduisant au besoin une 3e
décomposition) que les plans de D et D' sont distincts 3§ (P, D, D') est alors une
double décomposition d'Alexander au sens du § 1. Les &léments de (F/H )o associés &
cette double décomposition sont F , A, B, A' , B* , et un 6e élément qu'on note H.
D'apreés la propriété 3% dau § 1, la complexité de H est strictement plus petite que celle

de P, donc 0(H) est défini. Entre les éléments o (F) (défini par (1)), o(A), o(B),
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o(A'), o(B') et O(H), trois des quatre relations d'additivité possibles sont
vérifiées ¢ 1'une d'aprés (1), deux autres d'aprés 1'additivité de 0 j il résulte donc
du corollaire de la proposition 2 du chapitre IV que la 4e relation d'additivité est
aussi vérifiée, ce qu'il fallait démontrer.

Additivité de 0 1t elle est vérifide par construction.
Continuité de ¢ lorsque ¢ est continue t soit F un élément de 3:} /30 assez
voisin de F ; soient D , A , B comme ci-dessus ; l'intersection du plan horizontal de
2 ~ ~ o~
D et de F contient un disque D voisinde D ; (P, D) est une décomposition d'Alexan-

der simplifiante de f, dont les éléments K et B sont respectivement voisins de A
et B ; donc d'apr2s la continuité de 6, O (1) et 0’(§) sont respectivement voisins
de o0(A) et 0(B) ; donc d'aprds la continuité de 1'addition, E(F) est voisin de
o(®).

Second lemme de récurrence. Soit (i , j) un couple d'entiers positifs ou muls. Soit

o
<(i’j)

¢ une section additive et continue de R, définie au-dessus de (51/161)?0 O)U( /5 )
?

] (“}‘O/Jgo)(()i j)’ et vérifiant (lorsque i est # O) la condition (*) de la proposition
’

1 du chapitre V. La section ¢ peut se prolonger d'une manidre unique en une section ¢ ,

continue et additive au-dessus de ( ¥/ )% (1,9)"
N 4

Démonstration du second lemme de récurrence. On suppose (50/360)((’1 i) non vide
— ’

(sans quoi le lemme est trivial).

Unicité et continuité de 0 1 Soit F € (&, /#.)%. .\ avec k=1, 2,3,40u5;
= — K Tk’ (i,3)

deux cas sont & distinguer :
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ler cas« k =1 ou 2 ; alors F a une face horizontale unique D, de bord C ;

on arrondit bien F le long de C & l'aide d'un élément A de (571/561)?0 0) 3 on note
’

1+

B le bon arrondi de F ainsi obtenu ; on a suivant les cas i‘:ﬁ 1. D'aprés la défi-
nition de la complexité de F, 1la complexité de B est (i , j) ; donc ¢(B) est défini ;
nécessairement 0 (F) doit vérifier
(2) 7 (F) = o(B) o)
(ce qui montre l'unicité de ¢ dans ce cas). Si A varie continfiment en continuant &
bien arrondir F 1le long de C, B varie continfinent et reste dans (.‘.FO/JGO)O ;3 donc
0(A) et 0(B) varient continfiment. Comme, d'aprés le corollaire du lemme 3 du chapitre V,
§1, 1le sous—espace de (371/£1)(()0,0) formé des éléments qui arrondissent bien F le
long de C est connexe, la valeur de ¢ (F) donnée par (2) est indépendante du choix
particulier de A.

D'autre part, si Foest assez voisin de F, on peut arrondir F le long de son
ardte C & l'aide d'un élément A voisin de A 5 est alors voisin de B, donc
T ('f‘") est voisin de o (F).

20 cas. k=3 , 40u5 ; alors F a deux faces horizontales D' et D", de bords
respectifs C!' et C" ; on arrondit bien F le long de C!' & l'aide d'un élément A

o A A LA

de (3‘1/%1)(0,0) ; on obtient ainsi un élément B' +tel que F = B' « A', dont le moddle
est H1 ou M2 et la complexité (i , j) ; donc g(B') a été défini ci-dessus ;

nécessairement ¢ (F) doit vérifier s

(3) 7(F) = o) o)
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(ce qui montre 1'unicité de ¢ dans ce cas) ; puisque o (B') varie continfiment avec B!,
la valeur de 0(F) donnée par (3) ne dépend pas du choix particulier de B', et est
une fonction continue de F. Il reste & montrer que le méme procédé appliqué en remplacant
C' par C", conduit & la méme valeur de 0(F). On arrondit F le long de C" & 1'aide
de A" ; on note B" 1l'arrondi partiel de F ainsi obtenu ; on choisit A" de fagon
que A' et A" définissent un bon arrondi Fo de F; D' et D" définissent une
double décomposition d'Alexander de FO, dont les éléments sont (outre Fo) s A' , B,
A" , B" et F; O'(Fo) , a(a), o(a") , o(B') , o(B") et o(F) sont définis (ce
dernier par (3)) 3 trois relations d'additivité sont vérifides : d'une part (3), et
d'autre part les deux relations provenant de la définition de E(B’) et E(B"), par
exemple ¢
5(B') = o(F) o)

la 4e relation est donc aussi vérifide, ce qu'il fallait démontrer,

Additivité de G. Soit F € (sk/zsk)‘()i,j), avec k=0,1,2, 3,4 ou 5;
il faut distinguer trois types de décomposition d'Alexander.

ler type. k =1 ou 2 et (F, D) est une décomposition simplifiante. Soient A et

B les éléments de (F , D) ; on suppose que B est celui d'entre eux qui a deux arétes.
Soit D' 1la face horizontale de F ; soit F' un §lément de (51/%1)‘(’0’0) définissant
un bon arrondi Fo de P ; on choisit F' de facon que D et D' définissent une

double décomposition d'Alexander de Fo ; les éléments de cette décomposition sont (outre

Fo) s F,F , A, B etun sixiéme élément qu'on note A' ; A' est l'arrondi partiel de
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B défini par PF'. Tous ces éléments sont de complexité (i , j), de sorte que ¢ est
défini pour chacun d'entre eux. Trois relations d'additivité sont vérifides 3
1°) Celle relative & la décomposition (F‘o s D) (car cette décomposition est simpli-
fiante) 3
2°) Celle qui résulte de la définition de O(F) dtaprés (2) :
- +
o(F) = G(Fo ) - o(F').
3°) Celle qui résulte de la définition de o(B) d'aprds (3) :
- - +
o(B) = g(a') = o(F').
La 4e relation est donc vérifiée, ce qu'il fallait démontrer.

2e type. k = 0 et la décomposition (P , D) n'est pas simplifiante.

Lorsque la complexité (i , j) de F est (0, 0), 1'additivité a lieu par hypothdse ;
on suppose donc (i , j)» (1, 0)e Soient A et B les éléments de (F , D) ; l'un
d'entre eux appartient nécessairement & (5‘1/2'6 1)(()0 o) SUPPosens que ce soit A.

1

Cas ot (i, j)=1(1,0). 8 F estun bon arrondi de B, 1'additivité résulte de
la définition de @(B) d'apreés (2). Si F n'est pas un bon arrondi de B, on choisit
un élément A' de (371/361)?0 0) tel que F' =B ¥ A' soit un bon arrondi de B ; on a

’
alors 3
- +
(4) o(B) = o(P') =0o(A") .
Dtaprés le corollaire du lemme 3, il existe un chemin continu +t ——r At joignant A & A’
o 24 A ., .
dans (F,./%8.) s tel que, pour tout t, B ~ A, existe ; soit F, défini par :
1%°4/(0,0) t t

F =B ¥ A . L'application . O'(At) est continue ; d'aprds la condition (*),
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1tapplication % -q»¢(Ft) peut étre prolongée en une fonction continue sur tout
[0, 1], 1a fonction t —s U(Ft) ¥ G(A%) est donc constante ; donc d'apres (4) :
5(8) = o(F) To(a) ,

ce qu'il fallait démontrer.

Cas ot (i, j) » (2, 0). Soit (F, D') une décomposition simplifiante de F
en deux éléments A' et B' ; 1'un de ces éléments contient le bord de D, on suppose
que c'est B' ; en plus on choisit D' tel que son plan soit distinct de celui de D ;
(B, D') est alors une décomposition d'Alexander simplifiante de B3 (F, D, D') est
une double décomposition d'Alexander de F, dont les éléments sont (outre F), A, B,
A' , B' et un sixidme élément qu'on note H et dont la complexité est (d'aprés la pro-
priété 3% du § 1) strictement plus petite que (i , j) ; O(PF) , o(a), o(a') ,
o(B') , o (B) sont définis. Trois relations d'additivité sont vérifides 3

1°) Celle relative & (F , D') (d'apres 1'additivité de 0) ;

2°) Celle relative & (B, D') (car elle est du ler type considéré ci-dessus) ;

3°) Celle relative & (B' , D) (d'aprds 1'additivité de o ).
La 4e relation est donc vérifide, ce qu'il fallait démontrer.

e type. k =1 ou 2 et la décomposition n'est pas simplifiante.

On procdde exactement comme pour le ler type ci-dessus ; les relations d'additivité
10, 2% et 3° sont encore vérifides ; mais cette fois la relation 1° est vérifide parce
qu'elle correspond & une décomposition du 2e type ci-dessus.

Ceci achéve la démonstration du second lemme de récurrence.
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Démonstration de la proposition 1. On considdre la restriction de ¢ &

o o
U . . .
(51/%1)(0’0) (90/%0)(0’0) ; on lui applique le second lemme de récurrence (avec
(i 4 3) =(0, 0)) ; on obtient ainsi un prolongement continu et additif & ( F/H )(()0 0)"
?
On & ainsi défini un prolongement o de o & (F/H )9 V(F /% )0 ; cette
(0,0) o’ %6’ (1,0)
section ¢ vérifie la condition (*) (qui se conserve évidemment par prolongement) et elle
est additive (car d'une part sa restriction & (&F/p )(()o 0) ost additive, et d'autre part
?
il n'existe pas de décomposition d'un élément de (8‘0/560)21 o) en deux éléments de
s
(&b )o u(g /B ) )+ On peut donc appliquer de nouveau le 2e lemme de récurrence,
(0)0) O [o] (1 ,0)
avec cette fois (i , j) = (1 , 0). Puis on applique le ler lemme de récurrence, puis
de nouveau le 2e¢, et ainsi de suite. Le prolongement obtenu est unique, puisqu'il en est

ainsi & chaque pas.

§ 3. Prolongement d'une section additive.

Proposition 2. Soit ¢ une section partielle continue et additive du revétement R,

définie su-dessus de (EFO/JGO)O v (51/361 ) u (52/32)0. Pour que ¢ puisse se

prolonger par continuité & (50/360)1, il suffit que ¢ yérifie la condition (**) de la

proposition 1 du chapitre V (c'est—d-dire, que ¢ soit continue aux points de (:}O/ 360)1

ayant O col et un point critique non de Morse).

La confrontation des propositions 1, 2 et de la proposition 1 du chapitre V montre que
le revétement J& admet une section continue au-dessus de ({Fo/ 360)0 U (.550/ JGO)1 3
ceci achdve la démonstration de la mullité de (Dife Sg).

Le principe de la démonstration de la proposition 2 est le suivant : on vérifie le
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condition du 2° du lemme 7 du chapitre V, § 3, en tout point F de ( szo/:go)1. On
examine successivement trois cas.
1. Premier cas. F est un point de ( 5‘0/360); ol se croisent deux singularités dont

l'une gu moins est un sommet s.

Soit € un cercle horizontal de F suffisamment voisin de s ; C définit une
décomposition d'Alexander de F en deux éléments A , B ; soit A celui qui contient s ;

rd Z. O - s o
A est un élément de (51/.761)(0’0). Soit t — A, un chemin dans ( 3‘1/351)(0,0)

vérifiant les conditions suivantes @

10) At est constant en dehors d'un petit voisinage de s ;

[
27) A1/2=A,

30) La cote du sormet de At est, au voisinage de la valeur t = 1/2, une fonction

strictement croissante de +t.

Supposons par exemple la décomposition (A , B) edditive ; soit F, 1'élément de

t
/ . A A A . g 1
.‘Fo JGO défini par Ft =B + At' Le chemin t —> Ft traverse ( o/ Jgo) en F

pour t =1/2. Pour t #1/2, on a d'aprés 1l'additivité de 0
o(B) = o(B) +0(a) 3
donc, d'aprés la continuité de l'addition dans R, la fonction t «— ¢ (F-g) peut se
prolonger en une fonction continue au voisinage de t = 1/2 ; la condition du 2° du lemme
7 du chapitre V est donc vérifiée en F.
2. Deuxidme cas. F est un point de .‘J"O/ JGO); s autrement dit, F a un point cri-

tique non de Morse, qu'on note e.
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La démonstration se fait par récurrence sur la complexité de F, mnotion dont la
définition est analogue & celle donnée au § 4 du chapitre III dans le cas de (50/360)0,
& ceci prés qu'on doit ici rajouter le point e & l'ensemble des cols. Autrement dit, i
est le nombre de cols plus un ; un cercle C de F est dit essentiel s'il est situé dans
un plan horizontal non tangent & F, et si, sur la composante de F -~ C qui ne contient
pas e, il y a au moins un col ; la définition de j est inchangée, et la complexité de
F est le couple (i, j)e Soi;b (A, B) une décomposition d'Alexander de F ; on suppose
par exemple t e € A. La complexité de B a été définie aun §1 s on définit la complexité
de A comme suit : c'est celle d'un "bon arrondi X de A (K est un élément de
( 50/ 560);). On a donc encore la notion de décomposition simplifiante de F ; il existe
une telle décomposition dés que i » 2.

8i P est tel que i =1, la continuité de o en F a lieu par hypothdse : c'est
la condition (¥*). Soient i » 2 et j » O ; supposons établie la continuité de ¢ en
tout point de (fr’o/ 580):( de complexité strictement plus petite que (i , j) ; soit
F ¢ (5"0/ %0)1, de complexité (i , j) ; on va démontrer la continuité de o en F.

On considdre une décomposition simplifiante de F en deux éléments A et B ; on suppose
que e € A ; soit V un petit voisinage de e ; soit ¢ — F‘b un chemin traversant
(3"0/36 0); en F pour t =1/2, tel que E N (83 - V) soit indépendent de t.
Supposons par exemple la décomposition (A , B) additive t I,’\t est alors de la forme
suivante

A A A
Ft:B+At avec A/2=A.
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-

~ ~ ~ A
Soit A un bon arrondi de A, tel que A soit de la forme A A A'y, avec
A A A ~
A'n V=g ; posons A A' = A 3 ceci définit dans 30/380 un chemin t o At,
qui traverse ( 5’0/ 360); au point .I, dont la complexité est strictement plus petite
que (i, j)s Donc, d'aprés 1'hypothdse de récurrence, la fonction + —» r(Kt),
définie pour t £ 1/2, peut se prolonger en une fonction continue au voisinage de
t =1/2 ; il en est donc de méme, d'aprdés 1l'additivité de o et la continuité de

1'addition dans &R, des fonctions + —» o'(At) et t +—»r 0‘(Ft) ; ceci achdve la

démonstration.

3. Troisidme cas. F est un point de ( 50/.%0); ol se croisent deux cols.

La démonstration se fait par récurrence sur la complexité de F, notion dont
la définition est, dans ce cas, exactement celle donnée au § 4 du chapitre IXI. Soit
F un élément de (50/380);5 tel que deux cols ¢ et c' de F soient au méme
niveau j; soit (A , B) une décomposition d'Alexander de F. Deux cas peuvent se
produire : ou bien la décomposition est "séparante", c'est & dire telle que ¢ et
¢' appartiennent l'un & A, 1l'autre & B, dans ce cas A et B sont des
é1léments de ( F/f )° dont la complexité a ét& définie au §1 ; ou bien ¢ et o
appartiennent tous deux & 1'un des éléments, par exemple A ; on définit alors la
complexité de A & 1'aide d'un "bon arrondi X {qui est un élément de ( 8‘0/ ,’}Go);
ol se croisent deux cols). On a donc encore la notion de décomposition simplifiante
de F ; mais cette fois on ne peut affirmer l'existence d'une telle décomposition que pour

i » 3. C'est pourquoi le cas i =2 nécessite une étude particulidre (de laquelle il



- 107 -

résulte d'ailleurs qu'il n'existe pas de décomposition simplifiante dans ce cas).

Ca.s i=2.
Le lemme suivant permet de classifier les configurations possibles 3

Lemme. Soit P € 50/380. Soit P un plan horizontal, tangent ou non & F. §Si

PNF n'est pas connexe, F possdde un dehors de P au moins une singularité autre

gu'un sommet.

Démonstration du lemme. Soit |a , b] un intervalle contenant & son intérieur la

: . 2
cote de P. 8i [a ’ b] est assez petit, (R" x (a ’ b}) N F nlest pas connexe. On
choisit a et b pour qu'il en soit ainsi et que, en plus, les plans horizontaux de cote
a et b ne soient pas tangents & F ; l'intersection de chacun de ces plans avec F se
compose alors d'un nombre fini de cercles. Si tous les points singuliers de F situés

2 . 2 . .
en dehors de R~ x [a 9 b] étaient des sommets, (R” x [a » b]) N F s'obtiendrait en
enlevant de F un nombre fini de disques ouverts disjoints, et par conséquent serait
connexe, contrairement & 1'hypothdse.

Application du lemme. Soit F un é1lément de ( 370/360)1 ; on suppose que F a en

tout deux cols, et que ces cols sont tous deux situés dans un plen horizontal P. D'aprés
le lemme, P NF est connexe ;5 PN F est donc une courbe différentiable connexe, avec
deux points de self-intersection transversale. La classification de ces courbes relati-

vement aux difféomorphismes du plan, est la suivante @
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Type Ia Type Ib Type Ic
Type 1 a Type Ie Type 11

Cas ot PN F est de l'un des types I. Il existe alors sur P N F une boucle L

qui est minimale, c'est & dire telle que l'intérieur du disque DP’ que L borde dans P,

ne rencontre pas F. L'un des disques que L borde sur P a pour unique singularité un
sommet s 3 on note ce disque DF. Soit ¢ 1le point anguleux de L ; le couple (c , s)
est primitif (cf. chapitre V, § 2). Soit ¢' 1le second col de F. Scient V un
voisinage de DP u DF et W un voisinage de c¢' tels que V N W soit vide ; on note @
FNV=A ; PFn¥W=B ; F- (AUB)=H
Soit t +— F! un chemin dans 5}'0/560, de la forme 3
F{_}:HUAUBt avec B_bcw et B1/2=B 3
tel que, pour t # 1/2, B € ( 50/3'60)0 et que la cote du col c} de F} situé dans

W soit fonction strictement croissante de t ; ce chemin traverse ( 3’0/380)1 en F

pour t =1/2.



- 109 -

Soit t —r F, un chemin dans EFO/%’ , donné par le lemme 4 du chapitre V, de la forme :

= U =
F‘b H A‘t UB avec A‘b cV et AO A,

traversant ( {Fo/%o)l en un point, et tel que F, n'ait aucune singularité dans V ;

1

d'aprés la condition 3° du lemme 4 du chapitre V, on peut supposer que le col c, de

F‘b situé dans V varie dans un intervalle strictement compris entre la cote de c(')
et celle de c{.
Considérons 1l'application 3

[o,1] x[o, 1] >(t,u) > HUA UB.
La restriction de cette application au bord du carré définit un lacet ¢ de point de
base F, homotope & O dans 9'0/360. Le lacet £ est & valeurs dans
( 570/J€0)° v (5'0/%0)1, et sauf en P, ne passe en aucun point de ( 370/360)1 ol
se croisent deux cols. Il en résulte (d'aprds 1'étude faite ci-dessus des deux premiers
cas) que le reldvement du lacet ¢ qui, au départ de P, est dans l'image de la
section ¢, est encore dans cette image au voisinage de 1'extrémité. Puisque le lacet ¢
est homotope & 0 dans EFO/JGO, apres avoir décrit 2 on revient au-dessus de F
dans le feuillet de départ ; donc la section o est continue en F.

Cas o PNPF est du type II. On note ¥ le sous—espace de ( 370/360)1 formé
des éléments F (& deux cols, tous deux situés dans le plan horizontal P) tels que
PNF soit du type II. Soit F € Z ; les demi-normales & F en ses deux cols,
sortantes par repport & f‘, sont toutes deux dirigées dans le méme sens (sans quoi F

serait difféomorphe au tore S1 X S1). On en déduit, en procédant comme aun §3 au cha-
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pitre V, que % a deux composantes connexes, qui se déduisent l'une de l'autre &
1'aide de la symétrie autour d'un plan horizontal. I1 résulte donc du 3o du lemme 7
du chapitre V qu'il suffit de vérifier la continuité de ¢ en un point particulier de 5.

Considérons la surface Fo d'équation :

(:«:2 +y2+z2)2- (x2+y2+z2) —9y2z +z =0,
Fo est un élément de :‘Fo/leo, ayant en tout deux cols ¢ et c¢', tous deux situés
dans le plan 2z = 1/4 3 1'intersection de Fo avec ce plan se compose de deux cercles ;
Fo est stable pour la symétrie d'axe 0z, qui échange ¢ et c¢', ainsi que deux
sommets s et s' et I"O. Soient V un voisinage de s, W un voisinage de c¢ ; on
note V' et W' les symétriques respectifs de V et W par rapport & O0z. On choisit
V et W assez petits pour que V , V! , W et W' soient disjoints, et pour que les
projections de V et W sur 0z soient disjointes. On note :

FonV=A H FonV'=A' ;

F 0 W=8B ; Fnw =B ;

o o

P - (AVA'UBUB') =H .

On considdre deux chemins dans 30/ 360 :

- ¥ -— *
tr—’Ft—HUAtUA U B U B! avec A‘tcv et AO—A H
et
~= ‘ ' - .
ta——rl’t HuaAava UBtUB avec Btc.\)‘ et Bo..B

On suppose que Ft ay, dans V, pour singularité unique un sommet s dont la cote

t’

soit fonction strictement croissante de +t F1 est alors un élément de %« On suppose
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que Ft a, dans W , pour unique singularité un col ¢ dont la cote soit fonection

t’

strictement croissante de t. On note A% le symétrique de At par rapport & Oz,

B_L celui de Bt. On consideére les chemins suivants dans 8"0/380 H

t—HUAL UANUB UB ;

t — Pt(H Vi, uAy B, U B') (ou Py désigne la rotation d'angle

tx autour de O0z) ;

‘t»—-»HUAUA{ U B UB!

t -t 1
' '
tl—)HUA1UA UBUB1_t .

L'origine de chacun de ces chemins est l'extrémité du précédent ; leur composé est un

lacet ¢ de point de base F1 dans 570/300 Le lacet @ prend ses valeurs dans

Ky

ne passe en aucun point de ( 50/360)1 ou

( 50/360)0 U ( 80/360)1, et sauf en F1

se croisent deux cols. Tout revient donc (comme on 1l'a vu pour le type I) & montrer que
¢ est homotope & O dans 9’0/360. Or ¢ est homotope au lacet @, de point de
base Fo, défini par t —» Pt(Fo)° Soit, pour A€ [0, 1], Fi la surface

-

d'équation 1

(x2+y2+z2)2—(x2+y2+z2)—97\y2z+z=0 ;

il est facile de voir que pour tout A € [0 s 1], F;‘ est un é1ément de .‘FO/JGO.
Soit ei le chemin t — pt(Fi) 3 c'est un lacet de point de base F;‘, car Fi
est symétrique par rapport & Oz. Or, d'une part 01' = §' ; et d'autre part 9(',

est un lacet ponctuel, car F(') est de révolution par rapport & Oz ; donc B' est

homotope & O dans 5‘0/380 ; il en est donc de méme de 0.
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Cas i %» 3. Soient i3 3 et j > 0 ; supposons établie la continuité de o
en tout point de ( 3‘0/]80); ol se croisent deux cols, et ol la complexité est
strictement plus petite que (i , j)e Soit F un point de complexité (i , j) ol
se croisent deux cols ; il existe une décomposition d'Alexander simplifiante de P ;

s'il en existe une qui soit séparante, on raisonne comme dans le premier cas ci-dessus

o] . . . 0
(cfoe n” 1) ; sinon, on raisonne comme dans le deuxidme cas (cfo n 2)e



Appendice. Théorémes de fibration des espaces

de plongements ; applications.

Les § 1 et 2 contiennent 1'énoncé et les grandes lignes de la démonstration des
théorémes de fibration des espaces de plongement. Les § 3, 4 et 5 contiennent diverses
applications, notemment une démonstration du théoréme de SMALE sur Diff 82 utilisé

au chapitre I, § 2.

§ 1. Les théortmes de fibration des espaces de plongements.

On considére des espaces de fonctions de classe Cw, de source une variété V &
bord s.nguleuxh), et de but une variété W ; on suppose que la source V est compacte
(ctest le cas dans toutes les applications qu'on a en vue), et on munit les espaces
fonctionnels de la topologie C= (cf. [7], exposé 4, page 3).

Dans ce paragraphe, afin d'obtenir des énoncés ayant le maximum de simplicité, on
se borne au cas ol le but W est sans bord ; on indiquera plus loin (cf. § 2, 30)
comment les énoncés doivent &tre modifiés lorsque W a un bord non vide.

On note PL(V , W) 1l'espace des plongements de classe ¢® de la variété V dans

la variété W.

(1) On trouvera la définition précise d'une variété & bord anguleux ("manifold with corners")
en [7], exposé 1, p. 2.
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Théoréme 1. Soient V une variété compacte (_g bord anguleux), W une variété

sans bord ; soit M une sous—variété fermée de V ; l'application canonique

PL(V , W) —— PI(M , W)

est une fibration localement triviale (2).

Théoreme 2. Soient V , W , M comme ci—dessus ; soit fo un plongement de V

dans W ; on identifie V & son image dans W ; on note PL(V , W ; M) 1'espace des

plongements de V dans W gqui induisent 1'identité sur M. Soit r un entier > 1

(ou éventuellement r = o) ; on note J; P1(V , W ; M) 1l'espace des r—jets le long de

M de ces plongements, muni de la topologie naturelle des espaces de jets (3). L'appli-

cation canonique @

Pl(V,W;M)-——-pJ;;PI(V,w;M)

est une fibration localement triviale.

Théoréme 3. Soient V et W comme au théoreéme 1. Soit ¢ un sous—groupe du groupe

de tous les difféomorphismes de V. § opere & droite dans PL(V , W), et y détermine

(2) On rappelle que si E et B sont deux espaces topologiques et p une application
continue t B —> B, on dit que p est une fibration localement triviale si pour

tout xo € B il existe un voisinage ¥ de x  tel que p*1( V) soit homéomorphe &
¥YxP (x ) de fagon compatible avec les pro,]ectlons gue Y 3 on notera que la
fibre s1tuée au—~dessus d'un point dépend en général de la composante connexe de ce

point ; elle peut &tre vide, autrement dit p n'est pas supposée surjective.

(3) On rappelle que le r-jet le long de M d'une application de V dans W est la classe
d'équivalence définie dans Hom® (V , W) par la rela.tlon "8tre tangents jusqu'a
l'ordre r le long de M " (cf. [7], 11, 3).
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une structure d'espace fibré principal (g_,}_l_ sens de [6], exposé 8). 8i en plug ¢ est

ouvert, alors l'application canonique @

PL(V , W) — PI(V , W)/9

est une fibration localement triviale.

La démonstration de ces trois théordmes se fait suivant le méme principe ; on utilise
le lemme suivant, qui permet de se ramener & montrer 1l'existence de sections locales pour

les opérations d'un groupe dans un espace.

Lemme 1. Soient E et B deux espaces topologiques, p une application continue :

E —» B, Pour que p soit une fibration localement triviale, il suffit que pour tout XOEB

il existe un groupe topologique G opérant & gauche dans E et dans B de fagon gue

le diagramme 3

identité x p pi

soit commtatif, et que 1l'application : g »—»> BeX de G dans B ait une section

conbtinue au voisinage de X, .

Démonstration du lemme 1. Soit Fo la fibre de E située au-dessus de X Soit
Y un voisinage de x tel qu'il existe au~dessus de Y une section continmue pour
1tapplication g ~— geX 3 il existe alors une application continue ¢ ¢ Y —G
telle que, pour tout x € ¢, cr(x).xo = x ; l'application @
(V)3 2 — (p(z) , (0o p(z)1z) € P x F

est alors un homéomorphisme, car elle » une application réciproque continue, & savoir
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PXE 5 (x,3) — (o (x)y €5 (V).

Application du lemme 1 & la démonstration des théordmes de fibration.

Théoréme 1. Soit ko € PI(M, W) ; on identifie M & son image par ko ; soit T
un voisinage tubulaire fermé de M dans W ; on note ¥ le groupe des difféomorphismes
de W qui induisent 1'identité sur W - T. Le groupe M} opeére & gauche dans PL(V , W)
et P1(M , W) de facon compatible avec 1'application canonique du premier espace sur le
second ; d'aprés le lemme 1, on est ramené & montrer qu'il existe un voisinage ¢ de kO
dans P1(M , W) et une application contimie ot ¥ —s &, tels que ¢(k) o k =k
pour tout k € V. Autrement dit, o(k) doit &tre un difféomorphisme de W (&
"support" dens T) prolongeant k. Or, & l'aide de la théorie de Whitney sur le prolon—
gement des fonctions différentiables, on montre facilement qu'il existe au voisinage de
ko une application continue : k —» ¢'(k) € Hom(W , W ; W-T), telle que 0'(k)
soit un prolongement de k, et o"(ko) = e 3 done, pour k assez voisin de ko, o' (k)
est voisin de e ; c'est donc un difféomorphisme (cf. [7], exposé 5, corollaire 2, pe 3 ;
ou [2], 11, 1.4.2, p. 287).

Théordme 2. Le r8le du groupe G du lemme 1 est joué ici par le groupe des
difféomorphismes de W qui induisent 1'identité sur M et sur le complémentaire d'un
voisinage fixe de M dans W (pour la démonstration du théordme d'existence de sections
locales, auquel on se trouve ramené, cf. [2], II, 3.2 et 3.3).

Théoréme 3. On se borne & démontrer la deuxidme assertion (locale trivialité lorsque

est ouvert). On note PL(V , W) = & ; soit f0 € % ; on identifie V & son image
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par fo. Soient T un voisinage tubulaire fermé de V dans W, et J} 1le groupe des
difféomorphismes de W qui induisent l'identité sur W - T. Le groupe 3 opére &
geuche dans &, et ces opérations passent au quotient dans &/9 (puisque h.(f.g) =
(hef)eg), de sorte qu'ici encore # joue le réle du groupe G du lemme 1. D'aprds

.

ce lemme; on est donc ramené & ceci : soit fo 1'image de fo dans 23/ Y ;3 il existe
une section continue au voisinage de fo pour 1l'application h — h.fo. Or, en [2}, 11,
2.4.4, on a établi le résultat suivent (qui servait & donner une démomstration du premier

théordme de fibration n'utilisant pas la théorie du prolongement de Whitney) t

Lemme 2. Avec les notations ci-dessus, il existe un voisinage ¥ de fo dans %

et une application t: ¥ — %, tels gue t

(i) 'G(fo) =e j

(ii) pour tout £ €V, t(f).f est de la forme £ -8 o g est un difféomorphig-
me de V 3

(iii) pour tout £ € ¥ , et pour tout difféomorphisme g de V tel que
f.g € ¥V, (f.g) = (f).

Appliquons ce lemme, La relation d'équivalence définie par § sur & étant
ouverte, 1'image Y de V dans &/9 est un voisinage ouvert de :E‘o dens B/9 ,
et la topologie de 3.’ est la topologie quotient de celle de ¥ pour la relation
d'équivalence induite ; donc, d'aprds (iii), = passe au quotient et définit une applice~
tion continue ¢t 3 'S" —+ ®. Dlaprds (i) et (ii), pour f assez voisin de £ t(f).f

s'identifie & un difféomorphisme de V qui est voisin de 1l'identité, donc, puisque
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. - -
est ouvert, & un élément de § . Donc pour f assez voisin de fo y L)t = fo H

done %—1 fournit la section cherchée.

§ 2. Quelques compléments relatifs aux théordmes 1 et 2.

10) On peut donner un énoncé qui généralise & la fois le théordme 1 et le théordme 2
(et qui est une conséquence immédiate des théordmes d'existence de sections locales utili-
sés pour démontrer ces théorémes ; cf. [2] , théordme 6', p. 319).

Théortme 2'. Soient V , W , M comme dens 1'énoncé du théoréme 1 5 soit r un

entier »1 {ou éventuellement r = oo). L'epplication canonique 3

PL(V , W) — J; PI(V , W)

est e fibration localement triviale.

20) Fibration de certains sous-espaces de PL(V , W).

Les deux théorémes suivants, analogues au théortme 1, donnent des fibrations de
certains sous—espaces de P1(V , W) :

Théordme 1.a. Soient V , W , M, fo , r comme dans 1'énoncé du théordme 2 j soit

L un fermé de M ; soit N un "tube loca,l"(4) normal & M dens V, d'8me L ; on note

PI(V , V3 J:I) 1'espace des plongements de V dans W gqui sont r—tangents & £ le

long de N ; l'application canonique 3

PL(V , ¥ 5 Jy) — P1(M , ¥ 5 J7)

est une fibration localement triviale.

4 . .
(") Ctest-h-dire une partie de V telle qu'il existe un voisinage ¥ de M dans V
et un tube T normal &8 M dans V, d'8me L, tels que
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Théoréme 1+b. Soient V , W, M, fo y T 4 L comme ci—dessus ; on suppose en plus

que dimension M = dimension V, et que V — M est une sous-variété de V, qu'on note

—— — W—— ———r— S—

M' ; on note MNM' =Q. Soit N un tube loca.l(4) normal & @ dans M', d'dme

LNQ; l'application canonique @

PL(V , VW ; ) — PL(M , ¥ ;5 J7)

J;UN

est une fibration localement triviale.

Les théordmes 1.a et 1.b sont des cas particuliers d'un théoréme de [2] (corollaire
2 du théordme 5', p. 298), qui se démontre & l'aide d'un théoréme d'existence de sections
locales analogue & celui utilisé ci-dessus pour démontrer le théordme 1.

On utilise également le théordme suivant, analogue au théortme 2 (et qui est un cas

particulier du corollaire du théordme 6" de [2] y Do 321) :

Théordme 2.8. Soient V , W , M, fo s T o L , N comme dans 1'énoncé du théoréme 1.aj

on note PL(V , W ; M; J’;) 1'espace des plongements de V dans W qui cofncident avec

_ . L e .
fo sur M et sont r—tangents & fo le long de N. L'application canonique

I’l(V,V;M;J;)—-»J;Pl(V,W;M;Ji)

est une fibration localement triviale.

Dans le cas ol, toutes les autres hypoth®ses restant les mémes, on suppose que

W est une variété & bord (anguleux), on a des théordme analogues aux théordmes 1 et 2

(5)

pour les espaces de plongements ayant des "relations d'incidence' données. Par exemple,

le théoréme 1 se généralise comme suit @

(5) c£. [2], exposé 2, définition 3, p. 2
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"Soient V , W , M, fo comme dans 1'énoncé du théordme 2 ; soit ko 1'injection de

M dans W ; on note PL(V , W; fo) 1'espace des plongements de V dans W gyant mémes

relations d'incidence que fo' L'application canonique 3

PL(V , W ; fo) —> P1(M , ¥V ; ko)

est une fibration localement triviale."

Les théordmes 2, 2', t.a, 1.b, 2.a ci-~dessus admettent des généralisations analogues.
Du théordme 2.a ainsi généralisé on déduit immédiatement la proposition suivante @

Proposition 1. Soit V une variété compacte, & bord anguleux, dont toutes les faces

de codimension 1 soient des sous-variétés ; soit M une partie du bord oV de V gqui

soit réunion de telles faces ; on note Diff(V ; 3V ; J;) le groupe des difféomorphismes

de V qui induisent 1'identité sur 3V et qui sont tengents d'ordre r & 1'identité le

long de M. L'application canonique @

r (Digf(V J;v)) — n, (Difg(V 5 ¥V

)

-e

est un isomorphisme pour tout i » O.

Cas particulier. L'application canonique

n, (Dige(V ; ng)) — R (Dir2(V ;5 3V))

est un isomorphisme pour tout i » O.

§ 3. Espaces de plongements et arrondissement des arétes.

Soit V une variété compacte ; supposons d'abord que V soit & bord lisse ; soit T
un woisinage tubulaire dens V du bord 3V de V; T est difféomorphe & 3V x [0 , 1].

Soit p un difféomorphisme de [0 y 1] sur [1/3 s 1] qui induise 1l*identité sur
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[2/3 , 1] ; on choisit une trivialisation de T, et on pose, pour tout A€ [0, 1],
(1) g\(x , &) = (x, (1 =N& +2p(E)) pour (x,§) €avx[o, 1]
g, définit un plongement de T dans T, qui se prolonge canoniquement en un plongement
de V dans V, qu'on note encore %) et qui vérifie 3
as g, dépend continuement de A
ba g, = identité 3

c. pour tout A, induit 1'identité sur V- T ;

Ex
de A' <A entraine : gx(V) c g)‘(V) .
Supposons maintenant que V ait un bord anguleux ; 3V possdde alors un "voisinage
prismatique™ T dans V ; cette notion est définie de fagon précise dans [1], page 250 ;
on peut dire de fagon heuristique que "T est un £ibré généralisé" de base 9V ; la "fibre"
située au~dessus d'un point x intérieur & une Pace de dimension q de V est l'image
d'un plongement [0 ’ 1]n-*1 — V qui envoie l'origine en x, et qui est bien déterminé,
& une permutation prés du cube [O ’ 1]n-q’ par la donnée de T. En prolongeant le
difféomorphisme p ci-dessus de fagon naturelle & [0 ’ 1]n-q, on peut encore définir
& l'aide de la formule (1) appliquée dans un systdme convenable de cartes définissant T,
une famille (gx) de plongements de V dans V ayant les propriétés (a) , (b) , (c) ,
(d) ci-dessus (pour les détails, cf. [2], Pe 297).
Soit maintenant X une aréte de V {cf. [7], exposé 3, p. 1) 3 la partie Tx

de T située au—dessus de X est un fibré de base X, de fibre {_O N 1] % [0 ’ 1],

de groupe structural 22 {opérant par la symétrie diagonale). Soit A 1la partie de
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[o,1] x [0, 1] bachurée sur la figure

ci-contre (A est convexe, limitée par une

courbe de classe C” s symétrique par rapport

& la diagonale, et contient le segment

[1/2, 1] x {1/6}). La donnée de & et de T,

0 1/6 1/2 1
/ / définit une partie Ax de ‘I‘x; soit V' 1la

partie de V définie par @
5 ViAT = A

VO (V- T = (g ,(V) NV - 1)
V' est une sous—variété de l'intérieur de V, difféomorphe & la variété obtemue & partir
de V en arrondissant X (cf. [7], exposé 3, pe 1 et 2). Pour tout x € X, la restric-
tion de g, & la fibre Tx de T située au—dessus de x est définie (aprds identifica-
tion de T_ & fo,1 x[0,1]) par

g (&y 2 8) = (P (&) 5 A(E))
or p)‘(g) > E pour tout § € o, 1] ; donc, d'aprds la convexité de A, (87\) vérifie

e. pour tout A€ [0, 1], g}\(v') eV .

Comparaison du groupe des difféomorphismes d'une variété et de son arrondie.

On conserve les notations ci~dessus ; on note en plus g (V) = V™ (c'est une sous-
variété de 1'intérieur de V', difféomorphe & V). On note § {resp. @', resp. 9")
le groupe des difféomorphismes de V (resp. V', resp. V") qui sont tangents d'ordre

infini & 1'identité le long de 9V (resp. OV', resp. V).
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On a d'une part des applications canoniques (définies par prolongement par 1'appli-
cation identique)
g t 8§ — g s a' o O — g .
Dtautre part, on définit un homéomorphisme Bt & -— g", en posant, pour tout
feEg ¢
B(£) =g ofog_1 .
1 1
L'application a oa' o de g dens @ est homotope & 1'application identique
de § , car si on pose, pour A€ [0 ’ 1] t

-1
jg}\ o fo g, sur g'\(V)

Yx(f) =
l identité sur V- gA(V)

on a ¢ z‘o(f) =£, et )r‘(f) =a o a' o B(L).
Lt'application «' o poa de &' dans &' est homotope & l'application identique
de @', car d'aprés la condition (e), pour tout £' € &' et tout A€ [O y 1],
“(a(f')) induit 1'identité sur V - V' ; or )‘o(a(f'))]\" =f, et
f1(a(f'))|V' =a' o B o a(f').
On peut donc énoncer 1@

Proposition 2. Soient V une variété compacte, X une aréte de V, V' une

variété définie & partir de V en errondissant X. Soit @ (resp. §') le groupe

des difféomorphismes de V (resp. V') gqui sont tangents d'ordre infini & 1'identité

le long de 3V (resp, dV'). Les groupes ¢ et @' ont méme type d*homotopie.
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Pilongements d'une sous-variété et de son arrondie.

On suppose maintenant que V est une sous-variété fermée d'une variété compacte W ;
au lieu du bord 3V de V, on considire cette fois son bord relatif dV, (et. 1],
exposé 1, P 5) ; on prend pour T un voisinage prismatique de avw dans V, et on
définit comme ci-dessus, pour tout A€ B) ’ 1], un plongement g, de V dans W,
vérifiant les conditions (a) , (b) , (¢) et (d) ci-dessus, et ayant mémes relations
d'incidence que l'injection de V dans W ; d'aprés le théordme 1 {appliqué dans le cas
ol ¥ a un bord, cf. ci-dessus, § 2, 30), chaque g, se prolonge en un difféomorphisme .
de W, vérifiant encore les conditions (a) , (b) , (c¢) , (d).

Soit alors X une aréte de 1l'intérieur de an ; la donnée de T et de la partie
A de 1:0 , 1] x [O , 1] définie ci~dessus, définit une sous-variété V' de V.

Définition. On dit que la sous—variété V' de W définie par le procédé ci-dessus
est obtenue & partir de V en arrondissant X (& 1l'aide de p, T et A).

(On notera que V' est contenue dans 1'intérieur relatif de V j si 'Y;' est la
sous-variété de W obtenue & partir de V en arrondissant X & 1'aide de p, T et K,
~
V' se déduit de V' par une isotopie de V.)

Comme ci-dessus, V' vérifie, relativement & g, la condition (e) ; on note encore :
g, (V) =V, Soit & (resp. &', resp. &") 1ltespace des pl(gngements de V (resp. V',
resp. V*) dans W qui ont mémes relations d'incidence que l'injection, et qui sont tangents

d'ordre infini & 1'injection le long de VN 3W (resp. V' N 3W, resp. V" N23W). On a

d'une part des applications canoniques (définies par la restriction)
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€s & — 8" ; a': &' — &
et d'autre part on définit une application contime p ¢t &" — 4, en posant, pour
tout f" € "

B(er) = g;d o f" o g v .

L'application Boa' oa de ¥ dans & est homotope & l'application identique
de € ; car d'apreés (d), g';‘ ofo g)\' V a un sens pour tout £ € § et tout
€ [0 ’ 1] ; c'est un élément de § qu'on note £, il vérifie 3 fo = £,
f,=poa o a(f).

L'gpplication a o g o a' de &' dens ‘&' est homotope & l'application identique
de ' ; car d'aprds (e), g’; o f' o gAIV' a un sens pour tout f£' € &' et tout
A€ [O ’ 1] ; c'est un élément de §' qu'on note fi 3 i1 vérifie 3

£=2 , fl=aopoal(r).

On peut donc énoncer @

Proposition 2'. Soient W une variété compacte (& bord anguleux) et V une sous-

variété fermée de W. _Soit X une arfte de V située dans 1l'intérieur du bord relatif

an de V, Soit V' _une sous—variété de W obtenue & partir de V en arrondissant X.

Soit & (resp. &') 1'espace des plongements de V (resp. V') dans W _gui ont mémes

relations d'incidence que 1'injection et gui sont tangents d'ordre infini & 1'injection le

long de VNOW (resp. V'N3V). L'application canonique & — ‘&' (définie par la

restriction) est une homotopie~équivalence.
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§ 4. Variétés avec arétes rentrantes.

A partir du chapitre III, on a été conduit & utiliser des variétés d'un type un peu
plus général que les variétés & bord anguleux définies en [7] : on & considéré des
variétés différentiables ayant sur leur bord, outre les singularités habituelles, des
"ar&tes rentrantes". Soit M une telle variété, de dimension n ; en un point d'une
ar8te rentrante de M, il existe une carte locale dont le moddle soit le complémentaire

de la partie {xn >0, x

R 03 de R®. La variété M s'identifie donc au voisinage

de chacun de ses points soit & une variété & bord anguleux au sens de [7], soit &
1tadhérence du complémentaire dans R" d'une telle variété. Il en résulte que le bord de
M possdde encore un "voisinage prismatique" j; on peut donc comme au §3 définir 1'arron-
die M' de M comme une sous-variété de M, et généraliser les autres résultats du § 3,
notamment la proposition 2 (resp. 2') d'aprds laquelle les groupes de difféomorphismes
avec bord fixe (resp. les espaces de plongements) de M et M' ont méme type d'homo-
topies

Soit M une variété au sens ci-dessus, telle que l'arrondie M' de M soit
difféomorphe & D" ; cela entrafne évidemment que M est homéomorphe & D", Un certain
nombre de propriétés simples de D" sont encore vraies pour M, en particulier le
"théortme d'isotopie™ 3

Soit M une variété orientée dont 1l'arrondie soit difféomorphe & D" } soit V

une variété connexe, orientée, de dimension n t soient f et £' deux plongements de

M dang V- 9V ayant méme orientation ; il existe une isotopie ¥ de V, induisant

1'identité sur 9V, itelle gue Y.f' = f.
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[Fh effet, l'espace des plongements de D® dans V- av qui ont une orientation
donnée, par exemple positive, est connexe {c'est un cas particulier de la proposition 3
ci—-dessous) 3 d'aprés la proposition 2' ce résultat est encore vrai si on remplace Dn
par M. La propriété annoncée en résulte, par un raisonnement classique utilisant le

théordme 1 ,]

§ 5. Application aux groupes d'homotopie de gquelques espaces de plongements. Théoreme de

Smale sur le groupe des difféomorphismes de la sphére Sz.

Proposition 3. Soit V une variété compacte de classe Cm, sans bord, de dimension

n. Soit p un entier ¢n. Les groupes d'homotopie de l'espace des plongements de classe

00

C de D’ dans V sont canoniquement isomorphes & ceux de l'espace des p-repéres de

1'espace tangent & V.

Démonstration. L'application qui & tout plongement de DP dans V associe son 1-jet
& 1'origine est une fibration localement triviale d'aprés le théordme 2'. La base de
cette fibration s'identifie & l'espace des p-repéres de l'espace tangent & V ; sa fibre
est acyclique en toute dimension d'aprés [2] , proposition 8, page 336.

Proposition 4. Soit X le groupe des difféomorphismes de Dn qui sont tangents

d'ordre infini _g_ 1'application identique le long de Sn“1 3 pour tout i » 0, il existe

un isomorphisme canonique :

R, (Diff ) ~ T (%)@ x (s0(n+1)) .

Démonstration. Soit Sf: 1'hémisphere nord de Sn 3 considérons 1*application canonique
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(1) pigr 8" — PU(S) , §7) .
C'est une fibration localement triviale d'aprés le théoréme 1 ; les groupes d'homotopie
de la fibre sont canoniquement isomorphes & ceux de J, ceux de la base sont canonique-
ment isomorphes & ceux de SO(n + 1) d'aprds la proposition 3. D'ou la suite exacte
canonique t

*
Cette suite exacte se décompose, car l'application canonique n‘i(SO(n +1)) —rn‘i(Diff Sn),

*
définie par 1'inclusion, est une section pour 1l'application &‘Ii.

Proposition 5. Soit J¢ comme ci-dessus (proposition 4). Soit @ l'espace des

1

plongements de 1'égquateur ) de D" dans Dn, qui sont tangents d'ordre infini &

l1'injection le long du bord G 2 de Dn_1 o Pour tout i » 0, il existe un isomorphisme

canonique
ni(ﬂﬁ)m rri_H(a).

Démonstration. Soit DI:_ la demi-boule fermée nord de D . Soit % 1ltespace des
plongements de Di dans D" qui sont tangents d'ordre infini & l'injection le long de
Di n Sn-1 s soit T un voisinage tubulaire de DI:_ N an dans DI_:. 31 d'apréds la
proposition 2', les groupes d'homotopie de ‘¢ sont canoniquement isomorphes & ceux de
1'espace des plongements de T dans " qui sont tangents d'ordre infini & 1'injection
le long de T N S’n-1 ; et ces derniers groupes sont nuls d'aprés [2], corollaire 4, page

333 ; done ni(‘é) =0 pour tout i ) O. D'aprés le théordme 1.a, l'application canonique

é ey @ est une fibration localement triviale $ soit ¥ la fibre de Z situde au-dessus
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de 1'injection Dn"1

—s D" H 5@ s'identifie au groupe des difféomorphismes de DI_:_
gui induisent 1l'identité sur Dn_1 et qui sont tangents d'ordre infini & 1'identité le
long de D:l_ n Sn-'1 3 d'aprés la proposition 1 et la proposition 2', R‘i(iﬂé) est canoni-

quement isomorphe & ni(ﬂﬂ) pour tout i » 0. La proposition résulte donc de la suite

exacte d'homotopie de la fibration & — &.

Dn-2

Proposition 6. Soit B un voisinage tubulaire (difféomorphe & x[~1, +])

de 1'équateur Dn_z de Dn_1 dans Dn-'1 s soit (3 1l'espace des plongements de B dans

Dn qui sont tangents d'ordre infini g_ 1'injection le long de B N Sn_1. Soit ¥ comme

ci-dessus (proposition 4). Pour tout i3> O, _il existe un isomorphisme canonique de

Iri(%) sur un facteur direct de rti+2(b).

Démonstration. On note M1 et M2 les adhérences des deux composantes connexes de

Dn-'1 -~ B. Soit & (resp. B) 1l'espace des plongements de M1 UB (resp. B) dans *

qui sont tangents d'ordre infini & 1'injection le long de (M1 UB)N g (resp. B n Sn-1).
D'aprés les propositions 1 et 2!, rti(é"i) =0 pour tout i » O. D'aprds le théorzme 1.b,
1'application canonique & —— B est une fibration localement triviale ; soit &’

le fibre située au-dessus de ll'injection B = " 3 la suite exacte d'homotopie donne

un isomorphisme canonique

(2) ni(a') o~ rri+1((13) pour tout i 3 O.

o

@' s'identifie & l'espace des plongements de M1 dans D" - B qui sont tengents

dtordre infini & l'injection le long de 3M1. On va comparer @' et l'espace & défini

ci-dessus (proposition 5), et pour cela les comparer tous deux au sous—espace @" de @',

formé des plongements dont 1'image ne rencontre pas M2'
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Comparaison de & et @". D'aprés le théoreme 1.b, l'application canonique
& —+ & est une fibration localement triviale ; on a vu d'une part que xi(“?) =0
pour tout i » 0 ; et d'autre part la fibre de cette fibration s'identifie canoniquement
4 &". On e donc un isomorphisme canonique
(3) ui(a) Py ni(a") pour tout i » O.

Comparaison de Q et Q". BSoit C wun voisinage tubulaire de Dn—2 dans D"

(difféomorphe & "2 x Dz), tel que C N an =B. On note &' le sous—espace de @'
o} ~ ~
formé des plongements dont l'image ne rencontre pas C ; on note &' n @" = @". Soit

u’k(C) 1'image de C par 1'affinité orthogonale & Dn.1, de rapport A ; pour tout

compact £ de ', il existe A> 0 tel que Uf(M1) ne rencontre pas l'intérieur
feX%

de ly)‘(C) 3 11 en résulte que pour tout i ) O, ni(&') est canoniquement isomorphe &
N
ni(csv) et rti(&") a (@),

)
Or il existe un difféomorphisme canonique de D" - C sur M‘ X S1 t i1 identifie

M1 & M1 x {1} et M2 a M,x{-1}, ol 1 et -1 sont deux points diemétralement opposés

de S1 (plongée de fagon naturelle dans Rz). On considére d'autre part le cylindre

M1 X B ;3 on identifie M1 a M1 b {0}, et on considére 1l'espace &"' des plongements

de M1 dans M_x R qui sont tangents & l'injection le long de 9M,. Puisque M1 est

1 1
difféomorphe & la demi-boule fermée Diq ’ M_' est simplement connexe ; 1l'application
2ire P " . 1
(x,0) —(x,e ) définit donc M, x B comme le rev&tement universel de M, x 8,

et tout é1ément de " se reldve canoniquement en un élément de ™ ; ceci définit une

~ "~
application p At — Q" . D'autre part le choix d'un difféomorphisme ¢, d'orien-
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tation positive, de R sur S1 - {—1} définit un homéomorphisme ¢ 1
am ——-»é,". Soit j 1tinjection &." —— &' 3 l'application o o Poj de dan
dans lui-méme est homotope & 1'application identique de &n (car & tout &lément
£ x e (X(x), e2ilt0(x)) de A", elle associe le plongement : X v—+ (x(x),(Po o(x)),
qui lui est canoniquement isotope parce que le groupe des difféomorphismes de R
conservant 1'orientation est convexe) ; donc o o poJ induit un isomorphisme de
Ri(&"") sur lui-méme ; donc, compte tenu de l'identification de "i(&') A
(&) et de r (A" & r (A" s
(4) pour tout i ) 0, il existe un isomorphisme canonique de ni(&.") sur un

facteur direct de Ri(él').
De (2), (3) et (4), il résulte que, pour tout i » 0, il existe un isomorphisme canonique
de ni(a) sur un facteur direct de ni+1(ﬁ) ; d'oll le résultat, compte tenu de la
proposition 5.

Cag n =2t le théoréme de Smale. 8i n =2, B est un segment intérieur au disque

D2 y et B est l'espace des plongements de ce segment dans l'intérieur de D2. Dtaprés

la proposition 3 on a donc :
! "1 (B)~ Z2
l"i(ﬁ)=o pour i £ 1.
Donc d'aprés la proposition 6, !ti(@) =0 pour tout i3 O ; autrement dit

Théordéme 4. Soit J le groupe des difféomorphismes de D2 qui sont tangents d'ordre

infini & 1'application identique le long de s' ; ona ni(%) =0 pour tout i » O.
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Corollaire 1. lti(]):i.:l’:['(D2 3 S‘)) =0 pour tout i » O.
Corollaire 2. L'application canonique ¢ lti(SO(})) o xi(D:i.ff 82) est un isomorphis—
me pour tout i » O.

Corollaire 3. Le groupe I', est nul,

3 —
(Le corollaire 1 résulte immédiatement du théordme et du cas particulier de la
proposition 1 j le corollaire 2 résulte immédiatement du théordme et de la proposition 6 ;

quant au corollaire 3, c'est une conséquence immédiate du corollaire 2 et de la définition

des groupes I‘n.)
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