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INTRODUZIONE

Il problema archetipo: Nel problema archetipo del Calcolo delle Variazioni, si consid-
era un funzionale F : C}(Q2) — R del tipo

Fu = [ fouonas,

definito su funzioni u € C'(Q). Qui Q & un aperto di R” e f : R" — R & una data
funzione integranda. Assegnata una funzione uy € C'(Q), si formula il problema di
Dirichlet per il funzionale F, minimizzandolo nella classe di competizione

Alug) = {u € CHQ) : u = 1y sudQ},
si studia cioe il problema variazionale
m = inf{F(u) : u € A(up)} . (0.1)

Molti problemi di tipo geometrico o meccanico possono essere formulati come problemi
variazionali di tipo Dirichlet. I due esempi fondamentali sono i seguenti:

Problema del grafico area minima. Corrisponde alla scelta

f(&) = V1+I&P, &eR". (0.2)

In questo modo,

F(u) = fQ V1+|Vul?,

e uguale all’area del grafico della funzione u : O — R, e il problema (0.1) consiste nel
cercare la superficie n-dimensionale di area minima rappresentabile come grafico di
funzione sopra Q e “passante” per u, sul bordo di Q.

Problema della membrana elastica. 11 grafico della funzione u : ( — R modellizza la
posizione di una membrana elastica (che & a riposo se u = 0). In prima approssi-
mazione, I’energia elastica incamerata nella posizione u & proporzionale al funzionale
F(u) corrispondente all’integrando

&P "
fO ==, EeR, (0.3)

F(u) = %L|Vu|2.

Postulando che la membrana si disponga in modo da minimizzare la propria energia
elastica, il problema (0.1) porta a determinare la posizione effettivamente assunta dalla
membrana qualora essa sia forzata ad assumere la posizione 1, sul bordo di Q. Il
funzionale F(u) e spesso chiamato energia di Dirichlet di u.

i.e. si considera
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Variazioni ed equazione di Eulero-Lagrange: Storicamente, il primo approccio a
questo tipo di problemi e basato sulla seguente osservazione. In entrambi i casi con-
siderati il funzionale F risulta convesso sullo spazio affine A(uy), come riflesso della
convessita della funzione integranda f. Nel caso di una funzione convessa su uno
spazio affine finito dimensionale, la determinazione dei suoi punti di minimo si riduce
a quella dei suoi punti critici. Si cerca dunque di dare un senso alla condizione di
punto critico nel presente contesto infinito dimensionale, pervenendo allo studio di
un’equazione alle derivate parziali, nota come equazione di Eulero-Lagrange.

Piu precisamente, si assuma 1’esistenza di un minimo u € A(uy) del problema (0.1).
Per ogni funzione ¢ € C°(Q)) e per ogni t € R risulta allora u + tp € A(up) e la funzione
di variabile reale t — F(u + t@) ha un minimo in t = 0. Derivando formalmente in t, e
imponendo 'annullarsi della derivata in t = 0 si trova quindi la condizione integrale

0= f Vf(Vu(x)) - Vox)dx, Ve e CX(Q). (0.4)
0

Poiche ¢ = 0 su dQ), applicando il Teorema della Divergenza al campo vettoriale
T = ¢ (Vf o Vu) € C(Q;R"), si trova immediatamente

0:LdivT:L(VfoVu)-Vgo+(pdiv(VfoVu),

che, combinata con (0.4) porta ad una nuova condizione integrale, i.e.

OzfgodiV(VfOVu), Yo € C(Q).
Q

Sfruttando l'arbitrarieta di ¢ e ricordando che u € A(u), si riesce dunque a dimostrare
- almeno formalmente - che un minimo u del problema variazionale (0.1) soddisfa
un’equazione alle derivate parziali con condizioni al bordo di tipo Dirichlet

{ div(VfoVu)=0, inQ,

u=1u, su dQ, (0.5)

nota come equazione di Eulero-Lagrange del problema (0.1). Consideriamol’equazione
di Eulero-Lagrange nei due esempi sopra citati.

Esempio 0.1. Nel caso delle superfici di area minima essa prende la forma

: Vu :
div ( m) 0 inQ. (0.6)
Il membro di sinistra coincide con la curvatura media della superficie n-dimensionale
determinata dal grafico di u nel punto (x, u(x)). Dunquel’equazione di Eulero-Lagrange
ha un preciso significato geometrico: un grafico di area minima deve avere curvatura
media nulla.

Esempio 0.2. Nel caso del problema della membrana elastica, I'equazione di Eulero-
Lagrange e la familiare equazione delle funzioni armoniche

Au=0 inQ. (0.7)



Dunque, i minimi del problema della membrana elastica sono funzioni armoniche.

Dunque, in ipotesi di convessita di F, ogni eventuale minimo sara soluzione di
(0.5). Viceversa, in virt1 della convessita di F, ogni soluzione dell’equazione di Eulero-
Lagrange risultera essere un minimo per il problema variazionale (0.1) (ammesso che
un minimo esista, vedi poco sotto).

L’approccio classico pone dunque il fuoco sullo studio dell’equazione di Eulero-
Lagrange (0.5). In alcuni interessanti esempi relativi al caso unidimensionale n = 1, e
nelle poche situazioni in dimensione n > 2 che risultino riconducibili al caso unidimen-
sionale in virtu di particolari simmetrie del problema considerato, questo approccio
puo portare all’identificazione esplicita del minimo. Tuttavia, anche in questi casi for-
tunati, il solo studio dell’equazione di Eulero-Lagrange, in assenza di un risultato di
esistenza di minimi, non e troppo affidabile. Questa affermazione & bene illustrata dai
due seguenti esempi.

“Paradosso” di Perron: Consideriamo il problema di massimo sup{n : n € IN}. Chiara-
mente un massimo non esiste: se n fosse il massimo, poiche vale sempren+1 > n, allora
dovremmo avere n = n + 1, i.e. 0 = 1, contraddizione. Potremmo aver tuttavia ragion-
ato come segue: se 1 fosse il massimo, poiche vale sempre n?> > n, allora dovremmo
avere n*> = n,i.e. n = 0 o n = 1. Concludendo quindi che, se un massimo esiste, allora
tale massimo e n = 1. Nel secondo ragionamento, formalmente corretto, assumendo
l’esistenza del massimo abbiamo derivato “l’equazione di Eulero-Lagrange” n* = n.
L’equazione e effettivamente una condizione necessaria di massimalita, e per di pitt
puo essere risolta esplicitamente. Tuttavia, le sue soluzioni, non sono chiaramente dei
massimi del problema, che infatti (primo ragionamento) non esistono!

Funzioni armoniche con energia di Dirichlet infinita: Utilizzando una decomposizione
in coordinate polari e le serie di Fourier non e difficile costruire una funzione u €
C*(B) N C°(B) (B la palla unitaria di R?) tale che risulti Au = 0 in B e tale che

flVUl2 = +00,
B

per ogni v € C*(B)NC%(B) con v = u su dB. In questo caso dunque u risolve I'equazione
di Eulero-Lagrange, ma il problema variazionale e singolare

Metodo Diretto: Questo tipo di osservazione rende chiaro che per impostare cor-
rettamente un problema variazionale e necessario inanzitutto stabilire un risultato di
esistenza di minimi “direttamente”, cioé senza passare da eventuali condizioni neces-
sarie di minimalita.

La necessita di costruire funzioni armoniche su domini Q generali ha impresso,
a partire dalla fine del diciannovesimo secolo, la spinta decisiva allo studio diretto
dell’esistenza di minimi per problemi variazionali del tipo (0.1).

Il Metodo Diretto del Calcolo delle Variazioni cerca di risolvere tale questione in
analogia con il ben noto criterio di Weierstrass: una funzione F : X — IR su uno spazio
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metrico (X, d) ammette minimo su un compatto K C X non appena essa risulti limitata
inferiormente e d-semicontinua inferiormente su K. Infatti, sotto tali ipotesi,

m=infF € R.
K

Possiamo allora considerare una successione minimizzante, cio@ una successione
{up}hen C K tale che risulti

F(uh) — m.

Per compattezza di K esistono allora u € K e h(k) — oo tali che d(up, u) — 0. Poiche
u € K e poiche F e d-semicontinuo inferiormente abbiamo allora

m < P(I/l) < hlr{n ian(uh(k)) = %11’]?1 P(I/lh) =m.

Dunque F(u) = m, i.e. u € un minimo di F su K.

Proviamo ad applicare il Metodo Diretto per il problema della membrana elastica
con condizione di tipo Dirichlet. Data una successione minimizzante {u},en € C! (5)
troveremo

lim = f Vi [? = mf{1 f IVuP : u e CHQ),u = ug su aQ} .

h—co 2 Q 2 Q
Avremo dunque due informazioni su una generica successione minimizzante: (1) u; =
up su dQ per ogni h € IN; (2) {Vuylpen € equi-limitata in L2(Q;R"). Tuttavia, come
semplici esempi dimostrano, queste due proprieta non sono in generale sufficienti a
dedurre la convergenza di una sottosuccessione w1, verso una funzione u € C'(Q).

I1 Metodo Diretto forza ’estensione della classe di competizione a classi di funzioni
pitt ampie di C1(Q), in cui sia possibile dimostrare opportune proprieta di compattezza
per successioni soddisfacenti condizioni del tipo (1) e (2). Gli spazi di Sobolev W'#(Q)
forniscono una generalizzazione dello spazio C'(QQ) in cui in molte situazioni di inter-
esse e possibile applicare il Metodo Diretto al fine di dimostrare 1’esistenza di minimi.
Una volta provata '’esistenza di un minimo nella classe degli spazi di Sobolev, dovremo
affrontare due questioni. La prima e, ovviamente, quella di individuare condizioni atte
a garantire che 'aver allargato la classe di competizione da C (Q) a W#(Q) non abbia
diminuito strettamente il valore dell’estremo inferiore che stiamo studiando. Il secondo
problema consiste nel verificare se il minimo trovato in W'?(Q), proprio in virtu della
sua minimalita, non goda in realta di proprieta di differenziabilita classica in Q.

Le dispense sono organizzate come segue. Nella sezione 1 verrano ricordati alcuni
risultati preliminari di teoria della misura necessari allo studio delle funzioni di Sobolev.
Nella sezione 2 introdurremo gli spazi di Sobolev e ne dimostreremo le proprieta utili
all’applicazione del Metodo Diretto. Dimostreremo in particolare 1'esistenza di minimi
per problemi variazionali, e discuteremo la validita delle corrispondenti equazioni di
Eulero-Lagrange. Nella sezione 3 approfondiremo lo studio degli spazi di Sobolev
su aperti Q sufficientemente regolari, dimostrando in particolare come in questo caso
la minimizzazione in W?(Q) non faccia decrescere il valore dell’estremo inferiore ot-
tenuto minimizzando in C}(Q). Infine nella sezione 4 dimostreremo che i minimi trovati
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nello spazio di Sobolev W'#(Q)) risultano, sotto opportune ipotesi sull'integranda f,
classicamente derivabili.

Lo studente potra infine rivolgersi alla limitata lista di monografie presente in
bibliografia per iniziare gli ulteriori ed opportuni approfondimenti di questi argomenti,
qui semplicemente introdotti nella loro forma pit1 semplice ed essenziale.

Ringraziamento: Un ringraziamento particolare va a Joaquim Serra Montoli per la
lettura di una versione preliminare di queste note e per le varie correzioni proposte.



1. PRELIMINARI DI TEORIA DELLA MISURA

Uno studio soddisfacente dei problemi variazionali necessita indubbiamente di al-
cuni strumenti di teoria della misura, in particolare della teoria delle misure di Radon
e del teorema di derivazione di misure di Besicovitch-Lebesgue. Il teorema dei punti
di Lebesgue (che rappresenta un caso particolare di questo ultimo risultato) e tuttavia
sufficiente ad introdurre 1'utilizzo degli spazi di Sobolev nello studio dei problemi vari-
azionali. In questa sezione forniamo pertanto una dimostrazione di questo risultato,
basandoci su pochi risultati classici riguardanti la misura di Lebesgue e gli spazi L’.
Nel seguito il termine “misurabile” si riferisce sempre alla misura di Lebesgue.

Teorema 1.1 (Teorema dei punti di Lebesgue). Sia u € Llloc(]R"). Allora esiste un insieme
misurabile E C IR" tale che |E| = O e, per ogni x € R" \ E,

lim [u(x) = u(y)ldy = 0. (1.1)

=0 JB,(x)

(Ogni x € R" in cui valga la (1.1) viene detto punto di Lebesgue di u).

Il seguente corollario del teorema dei punti di Lebesgue risultera particolarmente
utile nel seguito. E’ solitamente denominato “lemma fondamentale del Calcolo delle
Variazioni”.

Corollario 1.2 (Lemma fondamentale del Calcolo delle Variazioni). Sia u € Llloc(]R”) tale

che
f up =0,

per ogni @ € CX(R"). Allorau = 0 g.0. in R".

Dimostrazione del corollario: Dati x € R" e r > 0, possiamo sempre costruire una succes-
sione {pylhen € CX(R") con 0 < ¢, < 1 che converga in L!(IR") alla funzione v = 15,:
bastera ad esempio considerare la successione di ¢;-regolarizzate di v associate ad una
qualunque successione ¢, — 0* (si veda il Teorema 1.5). Per ipotesi, f]Rn up, = 0 per
ogni h € N, pertanto passando al limite i1 — oo si trovera

Ozf u, VYxeR",r>0.
Br(x)

Se ora x & un punto di Lebesgue di u, da (1.1) troviamo che

u(x) = lim u=_0.
=0 B (x)
O

La dimostrazione del teorema dei punti di Lebesgue & contenuta nella sezione 1.3.
Ad essa premettiamo la discussione di due risultati preliminari, ma di notevole ed
indipendente interesse, il teorema di ricoprimento di Vitali e il teorema massimale di
Hardy-Littlewood. Infine nella sezione 1.4 utilizziamo il Teorema dei punti di Lebesgue
per dimostrare un risultato di base riguardo alla regolarizzazione per convoluzione, di
fondamentale importanza nel nostro approccio agli spazi di Sobolev.
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1.1. Teorema di ricoprimento di Vitali. Limitatamente a questa sezione, indichiamo
con B una generica palla chiusa non degenere (i.e., di raggio positivo) di R", e con B
la palla chiusa concentrica a B e di raggio pari a cinque volte il raggio di B. Il seguente
teorema di Vitali permette di estrarre da un qualunque ricoprimento di palle chiuse (non
degeneri e con estremo superiore dei diametri limitato) un sottoricoprimento numerabile
e disgiunto, I'unione dei cui elementi dilatati di un fattore cinque basti a contenere tutte le
palle del ricoprimento originario.

Teorema 1.3 (Teorema di ricoprimento di Vitali). Sia 8 una famiglia di palle chiuse non
degeneri di IR", con
d = sup diam(B) < 0.
BeB
Allora esiste una sottofamiglia 8’ di B che risulti numerabile, disgiunta, e tale che

UBC UB*. (1.2)

BeB Be®’

In assenza di una delle due ipotesi su 8B e facile costruire esempi in cui la tesi
del teorema non puo essere verificata. Per quanto riguarda la prima ipotesi, basta
considerare un insieme E pili che numerabile e considerare la famiglia 8 = {{x} : x € E}
costituita da sole palle degeneri. Per quanto riguarda la seconda ipotesi, preso un
qualunque x € IR", si considerera la famiglia 8 = {B,(x) : r > 0}. In entrambi i casi &
impossibile I'esistenza di un sottoricoprimento numerabile e disgiunto con la proprieta
(1.2).

Esempio 1.1. Data una funzione positiva e limitata r : (0, 1) — IR si consideri la famiglia
di palle 8 = {B,y(ter) : t € (0,1)}. Visualizzare l'enunciato e la dimostrazione del
teorema di Vitali su questo esempio.

Dimostrazione. Per ogni h € IN, consideriamo le palle in 8 che abbiamo diametro com-
preso frad/2" 1 e d/2",

th{BEB:%<diamB§%}.
Le ipotesi fatte su 8B ci assicurano che risulti 8 = U, Br con B, N B = 0 se h #
k. Costruiamo adesso una successione di famiglie {5 };en, ciascuna numerabile e
disgiunta, con 8, contenuta in 8, utilizzando il seguente ragionamento induttivo:
(i) Come B scegliamo una qualunque sottofamiglia di 8, che abbia la proprieta di
essere numerabile, disgiunta e massimale rispetto all’inclusione (i.e., ogni palla
di B, deve intersecare almeno una palla di 8.
(i) Definite le famiglie {B;]}o<n<k-1, sceglieremo come B, una qualunque sotto-
famiglia di

h=0
che risulti numerabile, disgiunta e massimale rispetto all’inclusione.

k-1
{BeBk:BmB’:(Z), VB'eUB;}
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Verifichiamo allora che la famiglia 8" = |J,cn 8), soddisfa la tesi del teorema. Poiche
le famiglie B), sono mutualmente disgiunte, e poiché ciascuna di esse contiene la sot-
tofamiglia B, che ¢ essa stessa numerabile e disgiunta, risulta che 8’ & costituita da
una quantita numerabile di palle disgiunte. Sia ora B; una qualunque palla di 8.
Necessariamente B; € By per un qualche k € IN. Per costruzione, o B; interseca una
palla proveniente da [J;; B, oppure ne interserca una proveniente da 8;. In entrambi
i casi esiste una palla B, € ', con diamB, > d/21 tale che By N B, # 0. Poiche
diamB; < d/2* < 2diamB, segue allora B; C (B,)". O

1.2. Funzione massimale e teorema di Hardy-Littlewood. Data u € L}OC(IR”), defini-
amo una funzione Mu : R" — [0, c0], detta funzione massimale di 1, ponendo

Mu(x) = supJ[ |u] .
>0 JB(x)

Poiche la corrispondenza (x,r) +— J% " |u| definisce una funzione continua su R" X
r

(0, 00), la funzione massimale e sempre semicontinua inferiormente (e, in particolare,

Boreliana, dunque misurabile). Qualora u risulti continua, avremo evidentemente

[u(x)] = lim lu(y)ldy < Mu(x)
r—0 By(x)
per ogni x € R” (e in realta, tale disuguaglianza sara a posteriori sempre verificata
da ogni u € L, (R") su q.o. x € R" proprio grazie al teorema dei punti di Lebesgue).
I1 teorema massimale di Hardy-Littlewood stabilisce che la grandezza della funzione

massimale (in una opportuna norma) € a sua volta controllata dalla grandezza di u
stessa.

Teorema 1.4 (Teorema massimale di Hardy-Littlewood). Se u € L}(R") allora
Ml gy < 5"[ullLr Ry - (1.3)

Nella (1.3) compare la norma L' debole di Mu. Questo tipo di norma & una natu-
rale generalizzazione della norma LF come strumento per misurare la grandezza delle
funzioni. Piu precisamente, data una funzione misurabile u : R" — IR, si consideri la
sua funzione di distribuzione  : (0, 00) — [0, 0]

u) =[x € R" : lu(x)| > t}|, t>0.

Si verifica facilmente che se u € LF(IR"), 1 < p < oo, allora

ulf =p f u(hrldt. (1.4)
R 0

Infatti in tali ipotesi possiamo applicare il teorema di Fubini su R" X (0, c0) come segue

f]R uf f]R dx fo Liouen(Bp '~ dt = p fo ! ( fIR ) 1[o,|u<x>|](f)dX) dt
= p f 1 ( f 1“u|>t}(x)dx)dt:p f p(htdt,
0 R” 0
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dove si € indicato, per brevita, {ju| > t} = {x € R" : |u(x)| > t}. Lanorma L? di u ¢ dunque
collegata alla norma L' della funzione di distribuzione  rispetto alla misura p #~'dt su
(0, 00). La norma L' debole di u & associata ad un altro modo di misurare la grandezza
di y, pitt precisamente alla validita di una stima puntuale del tipo pu(t) < Ct7'. Si pone
infatti
lleally ey = sup tIfful > £}] .
t>0

N

Chiaramente la norma L}, & sempre controllata dalla norma L!, in quanto per ogni t > 0
abbiamo t|{|u| > t}| < f . [ul. I viceversa e falso, come si puo ad esempio verificare in
dimensione n = 1 considerando la funzione

u(x) = 1-1,y(x)

, xeR,
|x]

per cui risulta ||ul| gy = oo e IIuIIL%) ®) = 2. Fatta questa premessa, passiamo alla di-
mostrazione del teorema massimale.

Dimostrazione: Fissato t > 0, osserviamo che, per definizione, ad ogni x € {Mu > t},
possiamo associare un numero positivo r(x) > 0 tale che risulti

|B(x, r(x))|t < fB( » ul . (1.5)

In particolare B = {B(x, r(x)) : x € {Mu > t}} € una famiglia di palle chiuse non degeneri
di R", con estremo superiore dei diametri limitato in quanto, proprio da (1.5), indicata
con w, la misura della palla unitaria di R”,

1/n
Je 11
< , VYxe{Mu>t}.
t w,

Per il Teorema di ricoprimento di Vitali troviamo allora una successione di palle {Bj};en,
By, = B(xp, r(x1)), tali che, posto B; = B(xy, 5 r(xp)),

(Mu > t) U B, (1.6)
helN
B,NBi=0, h#k. (1.7)

Applicando, nell’ordine, (1.6), la o-subadditivita della misura di Lebesgue, (1.5) e (1.7),

troviamo allora
<Y B =5"Y B <> f = 2 e,
helN

helN helN

(Mu > t)] < UB

helN

i.e.

sup t {Mu > t}| < 5" |[ullpygny ,
>0

che é la tesi del teorema. m|
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1.3. Dimostrazione del Teorema dei punti di Lebesgue. Passo uno: Iniziamo col di-
mostrare che se u € L'(IR") allora esiste un insieme misurabile E con |E| =0 e

lim u(y)dy = u(x), (1.8)

r=0 B (x)

per ogni x € R" \ E. Infatti, se x € R" e v € C°(R") allora abbiamo

u(x) - Ji ) dy‘ | @ - ut)dy

By (x)
< ux) —o(x)| + o )(U(x) —o(y)) dy| + » )(U(y) - u(y)) dy‘
< u(x) = o(x)| + sup [|o(x) — o(y)| + Mlu — v|(x) .
y€B,(x)

Per r — 0%, poiche v & uniformemente continua su R", troviamo che la funzione

u(x) — JC u(y)dy
B (x)
soddisfa la disuguaglianza
F(x) < lu(x) — v(x)| + Mlu —0|(x), VYxeR",ve CYR").

F(x) = limsup , x € R,

r—0

In particolare per ogni t > 0 deve risultare
t t
(F> 1 cfo-ul> 5 hu{Mpo-u> 5}

Poiche |u — v| € LY(R"), per il Teorema massimale di Hardy-Littlewood,

{|v —ul> é} {Mlv > é}‘

2 25"
< - v —u| + v —ul.
t n t n

Per densita di C°(R") in L}(IR") troviamo dunque che |{F > t}| = 0 per ogni t > 0. Posto

=l

kelN

IN

[{F > t}| +

poiche F e una funzione misurabile, risulta allora che E € un misurabile, con |E| = 0, e
tale che (1.8) sia valida per ogni x € R" \ E.

Passo due: Si dimostra (1.8) nel caso in cui si abbia semplicemente u € Llloc(]R"). Dato
k€ Nsihauw = 1pu € LY(IR™). Per il passo uno troviamo una successione {Ei}ien di
insiemi di misura nulla in IR” tali che, se x € B \ E; allora

u(x) = ur(x) = lirg} w(y)dy = lil’(])f} u(y)dy,

Br(x) By (x)

in quanto, fissato x € By, B,(x) C By per ognir < k—|x|. Siconclude ponendo E = (Jn Ex-
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Passo tre: Sia u € L, (R"), e sia ¢ € Q. Applichiamo il passo due alla funzione
lu—ql e L}OC(IR"), trovando un insieme di misura nulla E(g) tale che

lim lu(y) —qldy = lu(x) —gql, VxeR"\E(g).
= B (x)
Posto allora E = quQ E(g), E € un insieme di misura nulla tale che, se x € R" \ E,

lim supf [u(y) —u(x)|dy < ling [u(y) —gldy + lu(x) — gl = lu(x) —ql, Vq€Q.
B,(x) r—

r—0 B, (x)
Per densita di Q in R si conclude che, per ogni x € R" \ E,

lim supf [u(y) —u(x)|dy = 0.
Br(x)

r—0

1.4. Convoluzione e regolarizzazione. In questa sezione utilizziamo il teorema dei
punti di Lebesgue per dimostrare le principali proprieta di approssimazione per con-
voluzione con un nucleo regolarizzante negli spazi L’. Consideriamo la funzione

p(z) = ce/ 2 e R,

dove la costante ¢ > 0 viene scelta in modo tale da avere

p=1.

Rn
Osserviamo che p > 0, con p € C°(R") e spt(p) = B = {x € R" : |x| < 1}. Si pone allora
1 (z "
p@)=2p(3), zewr,
in modo che risulti f]Rn pe=1,p: 20, p, € CZ(R") con spt(p,) = B.(0). Definiamo infine
w) = [ =y,
RH

la e-regolarizzata di u € Llloc(lR"). Poiché vy = p.(x — y) ha supporto nella palla B.(x),
la e-regolarizzata u,(x) € una media di u su scala ¢ intorno ad x, pesata attraverso una
funzione infinitamente derivabile.

Pe

Rn

Ficure 1. Il nucleo regolarizzante p e la sua riscalata p,.
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Teorema 1.5. Se u € L}OC(]R") allora u, € C*(IR") per ogni € > 0 con

Vu.(x) = fn u(y)Vps(x = y)dy, (1.9)

per ogni x € R". Inoltre, per ¢ — 0,

(1) Se x punto di Lebesgue di u allora u,(x) — u(x).

(2) Seuel’(R"),1<p < oo, allorau, — uin LP(R").

(3) Se u é continua su R" allora u, — u uniformemente sui compatti di R". Se u e
uniformemente continua su R" allora u, — u uniformemente su R".

Dimostrazione. Per ogni x € R" abbiamo evidentemente,

(u(x) — u(y))pe(x — y)dy

B:(%)

|1/£(X) - ue(x)l =

< fB ) = (= iy

Da questa disuguaglianza, (3) segue immediatamente. In generale usando le
definizione di p, troviamo che supy, p. < ¢7" supy. p, pertanto

14(2) — . (x)] < wpsUP p Jg 9~ u(giay.

RH
Se dunque x e un punto di Lebesgue di u allora u,(x) — u(x) e (1) € dimostrata. Per il
resto, si ragiona come segue.

Passo uno: Dimostriamo che u, € C*(IR"), iniziando col provare la (1.9). Sia T un
vettore unitario di R”, e consideriamo il rapporto incrementale di passo i della u, nel
punto x € R" in direzione ,

. (x + ht) — u.(x ((x +ht) —y) — pe(x —y)

( ) ():fu(y)p N=pX=9) 4,
h " h

Poiche p, € CZ(IR") risulta che

lim pe((x + ht) — y) — pe(x — )
h—0 ]’l

(1.10)

:Vpe(x_y)'T/

uniformemente per x,y € R". Pertanto possiamo passare al limite sotto segno di
integrale e trovare che u, e differenziabile in x con

Vi (x) -7 = f n u(y)(Vp:(x —y) - t)dy .

Per arbitrarieta di 7 troviamo la (1.10). Ragionando analogamente si verifica che per
ogni k € N la funzione u, risulta differenziabile k volte, con

VOu.(x) = f u(y)V®p. (x —y)dy, xeR".

Passo due: Dimostriamo la proprieta (2). Iniziamo dimostrando che se E ¢ un
misurabile di R” e che se I.(E) = {x € R" : dist(x, E) < ¢}, allora

flugl”SI lul”, (1.11)
E I.(E)
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per ogni u € LP(IR"). Infatti grazie alla disuguaglianza di Holder abbiamo che

1/p
u:(x)| < fB( ) lu(y)lpe(x — y)dy < (fB( ) lu(y)lF pe(x — y)dy) :

Dungque per Fubini
f ix f ()P pe(x — )y
E Be(x)

f ju(x)lPdx
E
’ (X — y)dx |dy < Py,
L . lu(y)l ( fB l_(y)mEp (x-y) x) y < f1 . lu(y)Pdy

che & la stima (1.11). Per dimostrare la (2) consideriamo v € C°(R") e osserviamo che

IN

[ = vellipryy < llu = ol + 110 = Vellir@wry + [0 = tellp@re -

Per linearita della ¢-regolarizzazione, v, — u, = (v — u),, e quindi, applicando la stima
(1.11) av — u su E = R" troviamo

[ = wellipryy < 20U = Ollparey + 110 = Vellrwey -

Pertanto
lim sup ”1/[ - us”LV(]R”) < 2”1/1 - U”LV(]R”) .
e—0
Per arbitrarieta di v € C°(R") e per densita di C°(R") in L(R") concludiamo la di-
mostrazione. O

Osservazione 1.1. Si verifica facilmente che se u € L’Z7 (R") (1 <p < co)allora u, — uin
Ly (R"). Inoltre

spt(u.) C {x € R" : dist(x, spt(u)) < €}.

Osservazione 1.2. Sia u € L; (R") tale che a < u(x) < b per q.o. x € R", dove —co < a <
b < co. Allora abbiamo a < u.(x) < b per ogni x € R". Infatti abbiamo ad esempio

u:(x) = f u(y)pe(x — y)dy > bf pe=Db,
n IRH
per ogni x € R".
Osservazione 1.3. Dalla precedente osservazione, se u € L;> (R") allora

10 ()] < [Jullio B, (v)) - (1.12)

Dalla proprieta (1) del Teorema 1.5 deduciamo allora per convergenza dominata che

im | u,ov= | uv,
e—0 K K

per ogni v € L, (R") e per ogni compatto K, cioé u, converge ad u nella convergenza
debole star di L;? (IR").
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]Rn

Rl’l

FIGURE 2. Un esempio di come agisca la procedura di e-regolarizzazione.

Osservazione 1.4. La seguente osservazione puo risultare utile per visualizzare il pro-
cedimento di e-regolarizzazione. Si noti che la funzione p che abbiamo scelto ha
baricentro nullo, cioe f]Rn xp(x)dx = 0. Se dunque u & affine su un aperto Q, posto
Q. = {x € Q: dist(x, dQ) > ¢}, avremo u,(x) = u(x) per ogni x € .. Infatti avremo per
un opportuno v € R",

uc(x) = (u@) +v- (x —y))pe(x —y)dy = u(x) +v- (x = y)p:(x — y)dy = u(x).

B.(%) B.(%)
Un ragionamento analogo permette di dimostrare che dato un convesso €2, se u &
convessa in Q allora u, > u su Q,, se € u & concava in Q) allora u, < u su Q,.
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2. METODO DIRETTO ED ESITENZA DEI MINIMI

2.1. Gradiente debole e spazi di Sobolev. Data una funzione v € C!(IR"), una semplice
conseguenza del teorema fondamentale del calcolo integrale e del teorema di Fubini e
la seguente istanza del teorema di Gauss-Green

o:fva. 2.1)

Date u € C(R") e ¢ € C{(R") e applicando questa formula a v = u ¢ troviamo allora la
formula di integrazione per parti

fan(p:—fn(qu, (2.2)

che costituisce il punto di partenza della seguente definizione di gradiente debole (o
distribuzionale). Sia (2 un aperto di R" e sia u# una funzione ivi localmente sommabile,
ue L}OC(Q). Si dice che il campo vettoriale T € L}OC(Q; R") & un gradiente debole per u in
Q se vale la formula

qu(p:—f(pT, Vo e C(Q). (2.3)
o) 0

Il lemma fondamentale del calcolo delle variazioni implica che il gradiente debole,
qualora esista, sia univocamente determinato come elemento di L}OC(Q; R"). Inoltre, in
virtti della (2.2), il gradiente classico Vu di una funzione u € C}(Q2) ¢ anche un gradiente
debole. Pertanto si usa sempre la notazione Vu per indicare il gradiente debole di una

funzione u € L}OC(Q). Quando n = 1 parliamo di derivata debole e scriviamo u” invece
di Vu.

Osservazione 2.1. La definizione di gradiente debole dipende in linea di principio dalla
scelta dell’aperto €) considerato. Tuttavia se (); e €2, sono insiemi aperti e u ammette
gradiente debole T; in Q) e T; in (), allora T; = T, g.o. in {4 N (.

Osservazione 2.2. L'esistenza di un gradiente classico g.o. in QO non ¢ in generale suf-
ticiente ad assicurare l’esistenza di un gradiente debole in (). Mostriamo una funzione
u : R = R che ammette un gradiente debole (ed ¢ in realta infinitamente derivabile) in
R \ {0}, ma che non ammette gradiente debole in IR. Basta porre

M(X) = 1(0,00)(3(?) .

Ovviamente u & limitata (dunque localmente sommabile) su IR, e ha derivata classica
nulla nell’aperto R \ {0}. In particolare u# ha un gradiente debole in R \ {0}, dato dalla
funzione nulla. Se u ammettesse derivata debole #” in R risulterebbe allora 1" = 0 g.o.
su IR, e in particolare (2.3) implicherebbe

f u(x)e’'(x)dx =0, Ve eC’(R).
R

D’altra parte, tenendo conto della particolare scelta di #, abbiamo

fu(x)(p'(x)dx :f @’ (x)dx = —p(0),
R 0
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pervenendo cosi all’assurdo ¢(0) = 0 per ogni ¢ € C°(IR).

Dato p € [1, ] e un aperto QQ c R", lo spazio di Sobolev W'?(Q) & definito come
I'insieme delle funzioni u € LP(C)) che ammettono gradiente debole in €3, con Vu €
LP(Q; R"). Lo spazio di Sobolev W'7(Q) & un sotto-spazio vettoriale di L7(Q2), ed & uno
spazio di Banach rispetto alla norma

ullwir ) = lulle@) + IVullr;rey -

La semplice verifica di questo fatto si basa sulla completezza degli spazi L? e sulla
seguente osservazione.

Lemma 2.1. Sia {uy}pen una successione di W'P(Q) e siano u € LP(Q) e T € LF(Q;R") tali

cheu, - uinL! (Q)e
hlim f oVuy, = f(p T, (2.4)

per ogni ¢ € CX(Q). Allora u € W'#(Q) con Vu =

loc

Dimostrazione. Poiche u;, — u in L}OC(Q) abbiamo immediatamente

fan(p:hh_I}; N utho_—hm n(quh.

h—o0

Dunque T ¢ un gradiente debole per u in () in virtu di (2.4). m|

Osservazione 2.3. Osserviamo esplicitamente che non si ha mai I'inclusione di C*(£2)
in W?(Q). Introducendo lo spazio vettoriale Wllo’f(Q) delle funzioni u € L} () che
ammettono gradiente distribuzionale Vu in Q) tale che Vu € LfOC(Q ; IR") si ha chiaramente
Ccl(Q) c Wllo’f (Q). Inoltre, se Q) e limitato, allora grazie all’inclusione L*(Q)) C L/(Q)
troviamo che
Cl(Q) c W'(Q).

Nei due esempi che seguono mostriamo come le funzioni di Sobolev possano presentare
delle singolarita inammissibili per le funzioni di classe C'.

Esempio 2.1. In R", n > 2, consideriamo la funzione u : B — R definita ponendo
1
ux)=—, a>0,xeB.
(x) P

Abbiamo u € [7(B) se e solo se

1
e n

fr”l"‘f’dr<oo seesolose a< —.
0 p

Inoltre u € C*(B \ {0}), con gradiente classico dato da
a x

et x|

Se dunque 1 ammette un gradiente debole T in B, deve per forza essere

a
el x|

x#0.

T(x) =—

per g.o. x € B.
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Osserviamo ora che un tale T € L*(B; R") se e solo se

1
e n
fr”l(“+1)”dr<oo seesolose a<——-1.

0

Consideriamo dunque p € [1,n), e scegliamo a € (0,(n/p) — 1) in modo da avereue T
in LP. Verifichiamo ora che sotto queste ipotesi T ¢ un gradiente debole di u in B. Siano
infatti ¢ € C®(B) ed ¢ € (0,1). Dal Teorema di Gauss-Green e dal fatto che ¢ = 0 su dB

troviamo
f uVep = - f T+ f u(x)¢(x)£d7¥"‘1(x).
B\B; B\B. 9B, |x]

Per ¢ — 0%, poiche u e T sono in L?, troviamo facilmente

quq):—f(pT,
B B

in quanto, per ¢ — 0%, in virtt del fatto che a < (n/p) -1 <n -1,

C(n)e"!
80(

- 0.

f u(x) p(x) = dH ()
9B, ||

< sup |p|
B

Dunque u € W'#(B) ma u ¢ L*(B). Consideriamo poi la successione di funzioni
h

dove {xi}ren € un insieme denso in B. Se p € [1,n) e a € (0, (n/p) — 1), per quanto visto
sopra, u, € W'(B). Si verifica pure facilmente che {u;},en € una successione di Cauchy
in W'(B), quindi ammette un limite v € W'?(B). In questo modo si & costruita una
funzione v € W'#(B), 1 < p < n, tale che v ¢ L (B).

Indichiamo ora u,(x) = |x|™*, abbiamo dimostrato che {u,}o<a<u/p)-1 C W?(B). Os-
serviamo che u, € L(B) se e solo se q < (n/a). Dunque il pitt grande spazio L(B)
contenente l'intera famiglia {t4}o<a<(n/p)-1 Si trova in corrispondenza dell’esponente
critico

si veda il Teorema 2.23.

Esempio 2.2. InIR", n > 2, consideriamo la funzione u : B — R definita ponendo
u(x)=1x*, a>0,xeB.

Ragionando come nell’esempio precedente si verifica che, se p > n, allora u € W'#(B)
per ogni & > 1 — (n/p). In particolare W'*(B), p > n, contiene funzioni che presentano
singolarita di tipo a-Héleriano. Posto u = u,, il pitt grande spazio C*#(B) contenente
l'intera famiglia {t4}1-(1/p)<a<1 € W'(B) & associato all’esponente critico
p=1--,
p
si veda il Teorema 2.22.
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| oo

FIGURE 3. L'insieme Q, costruito a partire da un aperto Q.

Esempio 2.3. Come visto nell’esempio 2.1, in dimensione n > 2 le funzioni di Sobolev
possono essere discontinue (questo non accade in dimensione n = 1, si veda il Teorema
2.21). C’e tuttavia un limite alla dimensione massima dell’insieme di discontinuita. Ad
esempio, utilizzando il teorema di Gauss-Green sul semispazio H = {x € R" : x,, > 0}
non e difficile generalizzare I’argomento dell’osservazione 2.2 per dimostrare che la
funzione u(x) = 1y(x), x € R", pur essendo liscia nell’aperto R" \ {x, = 0} non puo
appartenere a W!(IR") (si veda 'osservazione 2.17).

2.2. Regolarizzazione delle funzioni di Sobolev e conseguenze. Sia () un insieme
aperto e, dato ¢ > 0, definiamo

Q, = {x € Q: dist(x, Q) > €}.

Se u € W'#(Q) allora la sua e-regolarizzata u, & definita su Q, e soddisfa u. € C*(Q,)
con

Vu.(x) = f u(y)Vpe(x —y)dy, VYxeQ,.
B (x)

Applicando la definizione di gradiente debole in Q alla funzione ¢(y) = p.(x — y) si
trova allora

Vu.(x) = N pe(x = YVu(y)dy = (Vu).(x), VYxeQ,., (2.5)

i.e. il gradiente della e-regolarizzata & 1'¢-regolarizzata del gradiente. Sia quindi )" un
aperto ben contenuto in (2, e consideriamo valori di ¢ tali che )’ risulti ben contenuto
in Q.. Dalla (2.5) e dal Teorema 1.5 segue immediatamente che

11118. ||u€ - ullwl,p(Q/) =0 ’ se P S []_, OO) . (26)
E—

A partire da questa osservazione possiamo dimostrare il seguente teorema, di grande
utilita.

Teorema 2.2 (Chain rule). Sia Q un aperto di R" con |Q| < oo, e sia f € C(R) tale che, per
una costante M < oo, risulti |f ' (s)] < M per ogni s € R. Seu € W'*(Q), 1 < p < oo, allora
f ou e WY (Q), con gradiente debole in Q) dato da

V(fou)=(f ouVu,

Dimostrazione: Poiche [f(s)| < |f(0)] + M|s| per ogni s € R si verifica facilmente che
fou € LP(Q). E altresi immediato verificare che (f o u)Vu € LP(QQ), dunque rimane da
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provare che, per ogni ¢ € CZ(() risulti

f(fou)v(p:—fqo(f'ou)w. (2.7)
Q Q

Data ¢ € CX(Q), sia O cc Q tale che sptp C (¥, e consideriamo valori di ¢ > 0
sufficientemente piccoli da avere ()" C Q.. Per il teorema di Gauss-Green (2.2) e poiche
f o u. € C(Q) abbiamo immediatamente

(fou)Ve = - f @ (f ou)Vu. (2.8)
o) )

Dimostriamo la (2.7) passando al limite ¢ — 0in (2.8).
Nel caso 1 < p < oo osserviamo che u, — u in LP(€) e che |f(s) — f(t)] < M|s — t| per
ogni s, t € R. Dunque (f o u,) = (f o u) in LP({)’) e pertanto troviamo

£E%L/(fous)V¢ = Q,(fou)V(p.

Nel caso p = oo si perviene ad una analoga conclusione in quanto u, — u q.0. in )’ e
dunque (f o u,) — (f o u) q.o. in (¥’; inoltre, da (1.12), ||f o u.|lL~@) < max{f(s) : |s| <
|[ull~()}, € dunque possiamo passare al limite per convergenza dominata.

Riguardo il termine di destra nella (2.8), si osserva che, per ogni p, u, — u q.o0. in (Y
e quindi (f ou.) = (f ou) q.0. in ' con|f o u,| < M su Y. Ancora per convergenza
dominata si puo passare al limite come desiderato. m|

Osservazione 2.4. Se [()| = o la tesi del teorema rimane vera a patto di assumere che
risulti f(0) = 0, in modo da garantire f o u € LP(Q).

Osservazione 2.5. Se u € W#(Q) N L*(Q), l'ipotesi |f'(s)] < M per ogni s € R pud
essere indebolita richiedendo solamente |f (s)| < M per ogni s tale che |s| < ||ullr= -
La dimostrazione rimane invariata, grazie ancora alla (1.12) che assicura ||u.||;~q) <

||u||L°°(Q)-

Con un ragionamento analogo a quello usato nella dimostrazione del Teorema 2.2
si dimostra anche il seguente utile lemma:

Lemma 2.3. Sia Q un aperto di R" esin 1 < p < co. Per ogni u € W'(R") e C € W>(Q)
risulta Cu € W(Q), con gradiente debole

V(Cu) =uVC+ CVu.

E’ utile estendere il Teorema 2.2 al caso di composizioni con funzioni f la cui derivata
possa essere discontinua. Questa estensione e possibile nella classe delle funzioni f
Lipschitziane. In questo corso ci bastera considerare il caso f(s) = [s|. Definiamo
s* = max{s, 0} e s~ = max{—s, 0} per ogni s € R, e poniamo

fu>tf={xeQ:ukx)>t}, tek,
seu:Q — R
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Lemma2.4. Sia QunapertodiR" esiau € W'#(Q),1 < p < co. Allorau™, u™ e |u| € W(Q),
con

Vu® =10 Vu, Vu =-1,0Vu, Viul=1yuso — Liu<o) VL.
In particolare, per ogni t € R, risulta
Vu(x) =0, perg.o. x€{u=t} (2.9)
Dimostrazione. Si consideri la funzione f, : R — R definita da

£.(5) = Ve2+s2—¢, s>0,
¢ 0, s<0.

Allora f, € C{(R) con |f, (s)| < 1 per ogni s € R. Inoltre, posto f(s) = s*, abbiamo f. — f
uniformemente su IR, con f/(s) — 1(,«)(s) per ogni s € IR, in quanto

——  s5>0
4 - Ve2+s2 7 4
fi) { 0, s<0.

Sia dunque u € W'#(Q), dal Teorema 2.2 abbiamo che

f (. 0o u)Vep = - f o (flouVi, VYpeC(Q).
Q Q

Passando al limite in ¢ — 0 troviamo quindi

[ v =- [ s t0mmvu i, vpecr@,
Q Q

che comporta Vu* = 1,50, Vu. Siragiona similmente per u~, e si conclude su |u| a partire
dalla decomposizione |u| = u™ + u~. Verifichiamo infine la (2.9), dove, senza perdita di
generalita, possiamo supporre che sia t = 0. Dalla decomposizione u = u™ — u~ e per
equivalenza in [V dei gradienti deboli segue che, per q.o. x € (),

Vu(x) = Vu* (x) = Vi (x) = (Lpsop (%) + Lu<op(x)) Vu(x) . (2.10)
Se {u = 0}| = 0 la (2.9) e banalmente verificata; se invece |[{u = 0}| > 0, essa segue
immediatamente dalla (2.10). O

Corollario 2.5. Siano Q un aperto di R", 1 < p < oo, u,v € W'(Q), e definiamo
Wax = Max{u, v} .
Allora Wy, € WY(Q) e per g.o. x € Q risulta
Var(X) = sy (x)Viu(x) + Lo (x) Vo(x)
= Lo (0)Vu(x) + 1y (x)Vo(x) .
In particolare Vu = Vv g.o0. su {u = v}.
Dimostrazione: Si applica il Lemma 2.4 a partire dalle due decomposizioni

Wyax = Mmaxfu — 0,0} + v, Wiax = Max{o —u, 0} + u.
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Mettiamo infine in evidenza un’altra proprieta notevole delle funzioni C' che con-
tinua a valere nella classe delle funzioni di Sobolev.

Lemma 2.6. Sia Q un aperto connesso di R" e sia u € L; (Q) con gradiente distribuzionale
nullo, i.e.

f uVo =0, VYpeCr(Q). (2.11)
0
Allora esiste una costante ¢ € R tale che u(x) = c per g.o. x € Q.

Dimostrazione. Sia ()’ un aperto connesso ben contenuto in ), e sia u, la e-regolarizzata
di u relativa ad un valore di ¢ tale che risulti )" cC Q,. Dalla (2.11) abbiamo che, per
g.o. x € (Y,

Vi (x) = fB L HO)Vpx =)y =0.

Dunque esiste ¢, € R tale che u.(x) = ¢, per ogni x € (). D’altra parte le funzioni u,
convergono q.o. in ()’ ad u, pertanto esiste c(€)’) € R tale che c, — ¢()') pere — 0, e
u=c()q.o. inY.

Infine, siano x, y € Q) punti di Lebesgue di u. Poiche ) & connesso in R", ¢ anche
connesso per archi, quindi esiste y : [0,1] — Q) continua tale che y(0) = x, y(1) = y.
Poiche y([0,1]) € compatto in €, esiste ¥ > 0 tale che 'intorno di raggio r di ([0, 1])
definisce un aperto connesso )’ CC Q). Risulta pertanto u = ¢(Q)’) q.o. in QQ’. Poiche
x € punto di Lebesgue di u troviamo allora u(x) = lim,_- J%(x,s)u = ¢(Y'). Dunque
u(x) = u(y) per ogni coppia x, y di punti di Lebesgue di u. |

2.3. Semicontinuita inferiore e convessita. In questa sezione discutiamo un fonda-
mentale risultato di semicontinuinita inferiore che avremo modo di utilizzare piu
volte nelle sezioni successive. La dimostrazione del teorema di semicontinuita che
presenteremo origina da un celebre lavoro di James Serrin [14], e presenta una ele-
gante applicazione dei risultati riguardanti la procedura di e-regolarizzazione che sono
stati presentati nelle sezioni precedenti. Cominciamo col ricordare che una funzione
f:R" = R e convessa se

fEE+A -t <tfE)+@Q-1tf(n), VEneR',tel0,1].

Data una misura di probabilita y su un insieme X (i.e. u(X) = 1) e una funzione u-
misurabile u : X — R" di classe L'(X, u), vale la disuguaglianza di Jensen associata ad f,
ie.

f f(u(x))du(x)Zf( f u(x)du(x)). (2.12)
X X

La dimostrazione si basa sul fatto che una funzione convessa su R" puo sempre es-

primersi come estremo superiore di funzioni affini, i.e. esiste sempre I' C R" X IR tale
che

f(&)=supla+n-&:(@mnel}, EeR".
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Per ogni (a,n) € I abbiamo allora

d . d = . d
fo(u(x)) pux) > fX(a+17 u(x))du(x) =a+n (fxu(x) y(x))

g(ﬂmmwwﬁ,

dove si e posto g(&) = a +1- & Poiche f = supp ¢ la (2.12) segue. La convessita di
f risulta sufficiente alla semicontinuita inferiore del funzionale F(u) = fQ f(Vu), come
dimostriamo nel seguente lemma.

Teorema 2.7. Sia f : R" — [0, 0) una funzione convessa, sia () un aperto di R" e siano
up, u € WN(Q) tali che uy, — w in L} (Q). Allora

fQ f(Vu) < lim inf fQ F(Vuy).

Dimostrazione. Sia ()’ un aperto ben contenuto in Q). Consideriamo le e-regolarizzate
(up)e e u, delle uy, e di u rispettivamente. Poiche u, — u in L}OC(Q) abbiamo subito

vw¢wr1£”wwwmu—w@—» ()Y pe(x = W)y = Vit (1),

B, (x)
per ogni x € (). Per semicontinuita inferiore di f abbiamo

f(Vu.(x)) < Ii{zn inf f(V(up):(x)), VxeQ),
e dunque, dal Lemma di Fatou (ricordiamo che f > 0)

fQ f(Vu) < lim in fQ V). (2.13)

Ricordando che V(). = (Vuy,), e applicando Jensen alla misura di probabilita p.(x —
y)dy, abbiamo ora

fOV):(x) < f ( fB ()pe(x—y)Vuh(y)dy)s fB ()pe(x—y)f(wh(y))dy

da cui risulta

f f(v(uh)&)
o)

IN

f dx pe(x = y) f(Vun(y))dy
(e B.(x)

IA

j‘ﬂwm» &WﬁWSIﬁM% (2.14)
L(Q) B.(y)nQ o)

Combinando (2.13) e (2.14) troviamo allora

fg, f(Vu,) < li?li?fo(V”h)‘

Poiche u € W'(Q), abbiamo Vu, — Vu q.0. in (0’. Ancora da Fatou, nel limite ¢ — 0,

troviamo
f f(Vu) < liminf f F(Vuy) .
o) h—co o)
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FiGure 4. 1l gradiente della funzione u;, assume solamente i valori £ ed 7 in
regioni la cui misura e, asintoticamente, pari a A|B| e (1 — A)|B| rispettivamente.
Questo effetto e creato oscillando tra i due valori & ed 1 su strisce sempre pitt
sottili, ottenendo contemporaneamente la convergenza uniforme delle u;, ad u.

Considerando ora una successione monotona crescente di insiemi ()’ ben contenuti in
(), la cui unione coincida con €), perveniamo alla tesi. O

Osservazione 2.6. E’ interessante osservare come la convessita risulti in realta anche
condizione necessaria alla semicontinuita inferiore. Supponiamo infatti che f : R" — R
sia tale che

f f(Vu(x))dx < liminf f f(Vuy(x))dx, (2.15)
B h—eo Jp

per ogni funzione affine u : B — R e per ogni successione {u},en C W'*(B) tale
che risulti u, — u uniformemente in B (qui B = {x € R" : |x| < 1}). Allora f e
necessariamente convessa. Consideriamo infatti t € (0,1), {,n€ R" e =t{+ (1 -1)n.
Per ogni x € B poniamo

ux)==C-x,
1
up(x) = C-x+ o Hhx - (€= 1)),
dove H : R — R ¢ la funzione 1-periodica su R definita su (0, 1) dalla formula

[ a-bs, s€(0,1),
H(S)‘{ 1-Ht—ts—t), se(t1).

In questo modo H(0) = H(1) = 0e H'(s) =1 -t pers € (0,t) e H'(s) = —t pers € (¢, 1).
Ovviamente 1, — u uniformemente in B, inoltre Vu;, € {, n}, con

Hx € B:Vuu(x) =&} = tBl, [{x € B:Vu,(x)=n}|— (1-1)B].
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D’altra parte dalla (2.15) abbiamo
IBIf(C) < hiﬂiﬁ‘f“x € B : Vuy(x) = E}f(&) + {x € B : Vuu(x) = n} f(n),
e concludiamo quindi che f(t& + (1 — t)n) < tf(&) + (1 —t)f(n), come desiderato.

2.4. Metodo diretto nella classe delle funzioni Lipschitziane. I risultati delle prece-
denti sezioni ci permettono diimplementare il Metodo Diretto nella classe delle funzioni
Lipschitziane, e dimostrare I'esistenza di minimi in tale classe per problemi variazionali
con condizioni di Dirichlet.

2.4.1. Proprietadibase delle funzioni Lipschitziane. Dato uninsieme E C IR” e una funzione
u: E — IR, la costante di Lipschitz di u in E e definita ponendo

|u(x) — u(y)l
e =yl

Se E = R" poniamo semplicemente Lip(u; E) = Lip(u). Se Lip(u; E) < oo allora diciamo
che u e Lipschitziana su E. Con un innocuo abuso di notazione, denotiamo con Lip(E)
lo spazio vettoriale delle funzioni Lipschitziane su E. Si osservi che se () & un insieme
aperto allora Lip(Q2) coincide con lo spazio C*'(Q) introdotto in precedenza.

Iniziamo col dimostrare che una funzione Lipschitziana su un insieme si puo sem-
pre estendere ad una funzione Lipschitziana su tutto IR”, conservando la costante di
Lipschitz.

Lip(u;E):sup{ :x,yeE,xiy}.

Lemma 2.8 (Lemma di McShane). Se E C R" e u € Lip(E) allora esiste v € Lip(IR") tale che
u =vsu EeLip(v) = Lip(u; E).

Osservazione 2.7 (Valori al bordo). Se Q) € un aperto limitato di R" e se u € Lip(Q)
allora, grazie al Lemma di McShane, u puo essere estesa per continuita (dunque,
univocamente) a dQ2, in modo che risulti Lip(u; QQ) = Lip(; Q).

Dimostrazione del Lemma di McShane: Posto per brevita L = Lip(u; E), definiamo
v(x) = influ(y) + LIx —y| : y € E}, xeR".
Chiaramente u = v su E e dunque Lip(v) > L. Se poi x,z € R" e y € E, allora
o(x) <u(y) + Lix =yl <u(y)+ Llz—y| + L|z — x| .

Minimizzando su y troviamo v(x) < v(z) + L|z — x|. In particolare Lip(v) < L, e dunque
v e Lipschitziana su R"” con Lip(v) = L. m|

Nel seguente lemma consideriamo la condizione di Lipschitzianita su un aperto e
dimostriamo che essa implica sempre l'esistenza di un gradiente debole.

Lemma 2.9. Se Q aperto di R" e u € Lip(Q) allora u ammette gradiente debole Vu su €, con
Vu € L*(Q;R”) e ||Vullp~:ry < Lip(u; Q). Inoltre,

(i) se Q e limitato allora u € W">(Q);
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(i) se Q e limitato e se u = 0 su dQ, allora

f Vu(x)dx =0.
Q

Dimostrazione: Passo uno: Sia v ’estensione di u fornita dal Lemma di McShane. Dato

T € S" e h # 0 consideriamo le funzioni 7,0 : R* — R definite da

v(x+ht)—0(x)
" ,

Chiaramente supy, |7,9| < Lip(v). Pertanto esistono h(k) — 0" per k — o0 e w € L*(IR")

tali che T)pyv — w in L*(R"). In particolare,

xeR".

T,0(x) =

||ZU||Loo(]Rn) < li{ZI_l)ionfllThU”Loo(Rn) < Llp(U) . (216)

Sia ora ¢ € CZ(IR"). Con un semplice cambiamento di variabili troviamo che

fZJT_hq):fq)ThU,
R” R

perogni h # 0. Se h — 0 allora 7_,¢ — —(V@) - T uniformemente su R", pertanto,
passando al limite su /i = h(k) per k — oo troviamo

—f v(t-Vop) = pw.
n R}’l

Applicando questo ragionamento a 7 = ¢;, 1 < i < n, denotando con w; la funzione
relativa alla direzione e¢;, e ponendo infine T = (wy, ..., w,), si € trovato che T ¢ un
gradiente debole di v su R". Inoltre dalla (2.16) troviamo che

|T - T(x)| < Lip(v),
per un insieme denso di direzioni t € S"~! e per q.0. x € R". Dunque T € L*(R"; R") e
Tl wr:rry < Lip(v).
Poiche Lip(v) = Lip(u; Q) e u = v su (2 si & dunque provato che u ammette un gradiente
debole in ) con le proprieta desiderate.
Passo due: La condizione di Lipschitzianita implica che
sgp lu| < u(x)| + Lip(u; Q)diam(Q), YxeQ.

Pertanto se Q ¢ limitato allora u & limitata in Q. In particolare, u € W'*(Q) e si &
provata la (i).

Passo tre: Assumiamo u = 0 su dQ e dimostriamo che fQVu = 0. Definiamo
Zu : R" — R ponendo
_Julx), xeQ,
Zux) = { 0, xeR"\Q.
Grazie al fatto che u = 0 su JQ si verifica facilmente che Zu € Lip(R"). Per il passo
uno, Zu ammette un gradiente debole su R" e risulta V(Zu) € L*(IR";IR"). Poiche Q) e
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limitato abbiamo che (Zu), = (Zu) * p, € CZ(R") con V(Zu), = (V(Zu)), — V(Zu) in
L*(IR"; R™). Pertanto, scelto R > 0 tale che Q) C By troviamo

fB iz = lim fB V(). = tim fB vz =0,

dove si e applicata la (2.1) alle (Zu),. Per convergenza dominata (su R — oo) si ha
quindi

f V(Zu) =0. (2.17)
Concludiamo verificando che V(Zu) = 1oVu g.o0. suR". Se ¢ € C°(Q) allora

—L(qu:LuV(p:fnZuV(p=—LH(PV(ZU):—LQDV(ZU)/

e quindi V(Zu) = Vu q.o. in Q. D’altra parte per il Lemma 2.4 abbiamo
V(Zu) = V((Zu)") = V((Zu)") = Lizus)V(Z11) + Lizu<o)V(Z11)
= 1{Zu¢0}v(zu) = 1{Zu¢0}vu .

Tenendo conto del fatto che {Zu # 0} C (), risulta allora V(Zu) = 0 g.0. sulR" \ Q. O

2.4.2. Formulazione del problema di Dirichlet sulle funzioni Lipschitziane. Passiamo adesso
ad applicare i risultati della precedente sezione per precisare la formulazione del prob-
lema di Dirichlet sulla classe delle funzioni Lipschitziane. Considereremo sempre un
aperto limitato () di R". In questo modo, grazie all’osservazione 2.7 e al Lemma 2.9,
ogni u € Lip(Q) si estendera univocamente per continuita a Qe apparterra a W (Q).
Introduciamo una funzione convessa f : R" — [0,00). Poiche f risulta localmente
limitata su R, il funzionale F : Lip(Q)) — [0, co) definito da

F(u) = fg F(Vu)dz,

assume sempre valori finiti. Assegnata 1, € Lip(dQ)) considereremo il problema di
Dirichlet per il funzionale F,

m= inf{f f(Vu) : u € Lip(Q), u = 1y su aQ} . (2.18)
o}
Dato L > 0, consideriamo il sottoinsieme convesso di Lip(Q),
Lip, (Q) = {u: Q — R: Lip(u; Q) < L},

e iniziamo col dimostrare l'esistenza di minimi nel problema di Dirichlet ristretto a
Lip, (Q).

Lemma 2.10. Siano Q) un aperto limitato di R", uy € Lip(dQ) e sia L > Lip(uo; dQ). Allora
il problema variazionale

m(L) = inf{f f(Vu) :u € Lip, (Q), u = ug su 8Q} , (2.19)
Q
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ammette un minimo uy. Se inoltre Lip(uy; Q2) < L, allora u é un minimo anche per il problema
variazionale (2.18).

Dimostrazione del Lemma 2.10: Passo uno: L'estensione di McShane di u, appartiene alla
classe di competizione del problema (2.19), che ¢ dunque non vuota. Possiamo allora
considerare una successione minimizzante per il problema (2.19),i.e. {oy}yen C Lip, (Q),
vy = g su dQ, F(v,) = m(L) per h — oo. Le prime due condizioni, unite alla limitatezza
di ), garantiscono che la successione {v;},en sia equi-Lipschitziana ed equi-limitata
su Q. Quindi esistono h(k) — o e una funzione u; € Lip(ﬁ) tali che vpp — ur
uniformemente su Q. In particolare Lip(u;) < L e uy = up su dQ. Pertanto uy ¢
ammissibile in (2.19), i.e.
m(L) < F(up).
D’altra parte, poiche vy — ug in Llloc(]Rn)’ dal Teorema 2.7 troviamo che
F(up) < hﬂionfp(vh(k)) = %1_{2 F(v,) = m(L).

Dunque u;, € un minimo nel problema variazionale (2.19).

Passo due: Assumiamo adesso che risulti Lip(u;; Q) < L. Data u € Lip(Q) con u = u
su dQ) esiste sempre f € (0, 1) tale che risulti

(1 = t)Lip(ur; Q) + tLip(u; Q) < L.

Dunque Lip((1 — f)uy +tu; QQ) < L e, inoltre, (1 — t)u + tu = up su dQ. La minimalita di
uy in (2.19) assicura allora che

F(ur) < F(1 — Hup + tu) < (1 — t)F(ur) + tF(u),

dove nell’ultima disuguaglianza si ¢ applicata la convessita di f. In particolare abbiamo
t F(ur) < tF(u) e, poiche t > 0, si € dunque provato F(u;) < F(u), come desiderato. O

I Lemma 2.10 riduce la dimostrazione dell’esistenza di minimi per il problema
(2.18) a quello della dimostrazione di stime a priori sulla costante di Lipschitz per i
minimi del problema (2.19). La dimostrazione di queste stime richiedera ’assunzione
di opportune ipotesi su Q) e sul dato al bordo 1y, che saranno motivate dalle osservazioni
geometriche delle seguenti sezioni.

2.4.3. Il principio del massimo. Introduciamo adesso alcune definizioni che risultano utili

nello studio dei minimi del funzionale F(u) = fQ f(Vu) (si veda la Figura 5).

Minimi: u & un minimo di F in Lip, (Q) se risulta F(u) < F(w) per ogni w € Lip, ((2) con
u=w sudQ.

Super-minimi: u & un super-minimo di F in Lip,(Q) se risulta F(u) < F(w) per ogni
w € Lip, (€2) con
u<w suQ, u=w sudQ.
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FIGURE 5. Super- e sub-minimalita. Consideriamo 1’esempio fornito dal fun-
zionale lunghezza F(u) = fQ V1 + ()% dove Q & un intervallo di R. Siano u
super-minimo e v sub-minimo di F. Per super-minimalita u &€ concava. Per sub-
minimalita v € convessa. Se dunque u > v sul bordo di Q allora u > v in Q). In
dimensione n > 2 la super- e sub- minimalita non sono collegate alla concavita-
convessita, tuttavia questo risultato di ordinamento dei minimi in base al dato
bordo rimane valido (Teorema 2.12).

Sub-minimi: v & un sub-minimo di F in Lip, (Q) se risulta F(v) < F(w) per ogni w €
Lip, (Q) con
v>w su(), v=w sudQ.

Parleremo semplicemente di minimi, super-minimi e sub-minimi di F qualora nelle
definizioni precedenti si rilassi il vincolo w € Lip, (Q2) in w € Lip(£2).

Osservazione 2.8. Chiaramente un minimo e anche sub- e super-minimo. Il viceversa
si dimostra facilmente grazie al Corollario 2.5. Infatti data v € Lip,(€2) con u = v su
dQ) consideriamo w,,;,, = min{u, v} e w,,,, = max{u,v}. Poiche w,,;, = Wy = U su dQ
per sub- e super-minimalita abbiamo rispettivamente F(u) < F(wyin) € F(1t) < F(Wpax)-
Grazie al Corollario 2.5 da F(u) < F(w,,;) deduciamo

f (Vi) < f fVom) = [ v+ [ fovm,
Q Q {u>v}

{u<v}
ie.

SO | V).

{u>v {u<v}

Similmente dalla F(1) < F(wy,,) troviamo

fVuy< | f(V).

{u<v} {u>v}

Poiche Vu = Vv q.o. su {u = v} concludiamo che F(u) < F(v).

Nel caso in cui l'integrando f sia strettamente convesso possiamo dimostrare varie
proprieta geometriche dei minimi di F. Ricordiamo che f : R" — R si dice strettamente
convessa se

fE+ A =0n) <tf(E)+ A -1)f(1n),
perognit € (0,1),&,n€R" con & # 1.

Teorema 2.11. Se f : R" — R e strettamente convessa, L > 0, e se u e v sono minimi di F in
Lip, (Q) con u = v su dQ, allora u = v in Q.
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Dimostrazione: Definiamo w = (u + v)/2, allora w = u = v su JQ e w € Lip,(Q).
Consideriamo l'insieme misurabile E = {x € Q : Vu(x) # Vou(x)}. Per stretta convessita
di f abbiamo

f(Vu()) + f(Vo(x))

> VxeE.

f(Vw(x)) <

Se |E| > 0 allora risultera

< fﬂVw) 3 fo(Vu);erf(Vv) .
Q

Allora avremo necessariamente |[E| = 0,i.e. Vu = Vv g.o. in Q. Dal Lemma 2.6 troviamo
che u — v & costante su ogni componente connessa di Q. Poiche u — v = 0 su dQ avremo
quindi u = vin Q. m|

Teorema 2.12 (Principio del massimo debole). Siano Q) un aperto limitato, f : R" — [0, oo)
strettamente convessa e sia L > 0. Se u e un super-minimo di F in Lip, (Q2), v & un sub-minimo
di F in Lip,(Q) e se

u>v sudQ,
allora

u>v suQ.

Osservazione 2.9. Il teorema e falso senza l'ipotesi di stretta convessita. Ad esempio
se f(&) = max{0,|&| — L}, £ € R", allora f € convessa ma non strettamente convessa ed
ogni funzione u € Lip, ((2) € un minimo del corrispondente funzionale F in Lip, (). Un
altro esempio & dato dal funzionale variazione totale

F(u) = fQ IVul,

corrispondente a f(&) = [£], £ € R". Ad esempionel cason =1, Q = (0, 1), ogni funzione
u € Lip((0, 1)) monotona crescente (o decrescente) in (0, 1) risulta essere un minimo di
Fin Lip((0,1)). Se infatti v € Lip((0, 1)) e v = u su {0, 1} allora
1
= f [u'| = F(u).
0

1 1 1
F(v) = f [v'] > f v f u'
0 0 0

Dimostrazione del Teorema 2.12: Passo uno: Dimostriamo che u# > v in Q. Consideriamo
le funzioni Lipschitziane

= [o(1) = v(0)] = |u(1) — u(0)| =

Winin = min{u/ U} ’ Winax = max{u, U} .

Chiaramente @i, Wiax € Lip; (Q) cON Wiy = U € Wyyer = u su dQ. Per sub-minimalita di
v, ragionando come nell’osservazione 2.8, da F(v) < F(wy,;,) troviamo

fVo < | f(Va).

{u<v} {u<v}

Similmente per super-minimalita di # abbiamo F(u) < F(wy,y), da cui

fVuy < | f(V).

{u<v} {u<v}
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In conclusione

| F(Vu) = £(Vo). (2.20)

{u<v {u<v}
L'insieme A = {x € Q) : u(x) < v(x)} & aperto. Ragionando per contraddizione, supponi-
amo sia non vuoto. Se risultasse Vu = Vv q.o0. in A allora per il Lemma 2.6 u — v sarebbe
costante su ciascuna componente connessa di A. Poiche dA C {u = v} risulterebbe allora
u—-v=0inA, e quindi A = (. Pertanto, posto

E={xeA:Vu(x) # Vo(x)},

deve risultare |E| > 0. Inoltre la (2.20) diventa

fE f(Vu) = fE f(Vo). (2.21)

Consideriamo infine la funzione w definita ponendo

| (u+0)/2, suA,
R , suQ\A.
Abbiamo w € Lip,(Q) conw > u su Q e w = u su JQ (infatti A N JQ = P). Per super-
minimalita di u troviamo F(u) < F(w), e quindi fE f(Vu) < fE f(Vw). In conclusione

[sow< [ <3{ [+ [swol= [ o,

dove abbiamo applicato la stretta convessita di f, la definizione di E, il fatto che |E| > 0,
ela(2.21). O

Corollario 2.13. Siano Q, f ed L come nel Teorema 2.12. Se u e v sono minimi di F in Lip, (Q)
allora

sup [u —o| <sup|u—17|. (2.22)
Q 2Q
Inoltre vale la stima di Haar-Rado,
|u(x) —u(y)l

Lip(u; Q) = sup{ =y xeQ,ye€ 8Q} . (2.23)

Osservazione 2.10. La stima (2.22) rafforza il risultato di unicita stabilito nel Teorema

2.11. La stima di Haar-Rado indica che un minimo assume la sua pendenza massima
sul bordo di Q.

Dimostrazione del Corollario 2.13: Passo uno: Dimostriamo la (2.22). Il funzionale e in-
variante per traslazioni verticali, cioe F(w) = F(w + c) per ogni w € Lip(QQ) e c € R.
Poiche Q) e limitato, abbiamo che dQ) & compatto. Quindi

sup(v — u) = max(v — u) € R.

20 2Q

Possiamo allora traslare u verticalmente in modo che u domini v su dQ) e si possa quindi
applicare il Teorema 2.12. Possiamo cio¢ considerare la funzione w € Lip, ((2) definita
da

w=u+sup(v—1u),
Ple}
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e osservare come w sia un minimo di F in Lip, (Q) tale che v < w su JQ. Per il Teorema
2.12 avremo allora v < wsu Q, i.e.

sup(v — u) < sup(v —u).
0 90

Scambiando i ruoli di u e v si prova similmente che

sup(u —v) < sup(u —v),
0 20

pervenendo quindi alla (2.22).

Passo due: Dimostriamo la (2.23) sfruttando linvarianza del funzionale per
traslazioni orizzontali. Piu precisamente, dato 7 € R" poniamo u.(x) = u(x + 1) e
definiamo (), = Q — 7. Per invarianza, 1, & un minimo di F su Lip, (Q2;). In particolare,
sia u che u; sono minimi di F sull’aperto 2 N ), e per la (2.22) avremo allora

sup |u—u] < sup |u—ul. (2.24)
QN0 AQNQ)

Presi dunque x1, x, € QQcon x; # x», poniamo 7 = x,—x; e osserviamo che x1, x, € QNQ,.
Per la (2.24) troviamo xy € d(Q2 N Q),) tale che

sup |u — | = |uxp) — 1 (xo)l.
AQNQ,)

Dalla (2.24) avremo allora

|u(x1) — u(xo)| _ (1) — uc(x1)l
X1 — X2 d

1
< — sup |u— u,
IT QnQ,

|u(xo) — u(xo + 7)

1
< — sup |u-—-ul=
|| AQNQ) kd

Poiche J(Q N Q;) e 'unione disgiunta degli insiemi
QNdiQ,, Q. NJQ QN IQ,,

abbiamo necessariamente x, € Q e xy + T € dQ oppure xy € dQ e xg + 7 € Q. Quindi la
tesi segue per arbitrarieta di x; e x,. O

Un'ulteriore importante ingrediente nello studio dei minimi del funzionale F e
dato dalla seguente osservazione in cui, combinando la disuguaglianza di Jensen con il
teorema di Gauss-Green, si dimostra che le funzioni affini sono sempre minimizzanti.

Lemma 2.14. Sia () un aperto limitato di R", sia f : R" — [0, o0) convessa e sia v : R" — R
una funzione affine, i.e.
v(x)=a+ (& x), Vx e R,

per opportunia € Re & € R". Allora v é un minimo di F in Lip(Q).
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Dimostrazione: Ricordando che () ha misura finita e applicando la disuguaglianza di

Jensen, troviamo
F(u) = fo(Vu) > IQIf(ﬁLVu).

D’altra parte applicando la (ii) del Lemma 2.9 alla funzione u — v troviamo

fVu:va:IQlé.
Q Q

Pertanto F(u) > |Q|f(&) = fQ f(Vov) = F(v), come desiderato. O

Combinando il Lemma 2.14 col Teorema 2.12 possiamo dimostrare questo interes-
sante risultato sulla struttura dei minimi di un funzionale strettamente convesso.

Teorema 2.15. Sia Q) un aperto limitato, sia f : R" — [0, co) strettamente convessa, e sia
L > 0. Se u e un minimo di F su Lip, (Q) allora

infu <u(x) <supu, Yx e Q. (2.25)
Inoltre nessun insieme di sopra o sotto livello non banale di u puo risultare ben contenuto in C:
piu precisamente, se

infu <t <supu (2.26)

allora le chiusure degli insiemi {x € Q) : u(x) > t} e {x € Q : u(x) < t} intersecano il bordo di ).

Dimostrazione: Passo uno: Per il Lemma 2.14 la funzione v = info # € un minimo di F
in Lip(€2). Poiche v < u su dQ, per il Teorema 2.12 troviamo v < u su Q. Ripetendo il
ragionamento con v = sup, u si dimostra la (2.25).

Passo due: Sia t come in (2.26) e supponiamo che {u > t} sia ben contenuto in Q.
Poniamo v = min{t, u}, in modo da avere v € Lip,(Q) e v = u su JQ. Poiché u = v su
d{u > t}, dal Lemma 2.14 troviamo

L»} f(Vo) < L[>t} f(Vu).

Tenendo condo del fatto che Vu = Vo q.o. su {u < t}, concludiamo che F(v) < F(u). In
particolare, v € un minimo di F su Lip, (QQ) con v = u su dQ. Per il Teorema 2.11 abbiamo
quindi u = vin (), i.e. u = t in J, assurdo. O

2.4.4. La condizione di pendenza limitata. Introduciamo adesso una condizione geomet-
rica sul dato al bordo 1 e sul dominio Q che esprime I’esistenza di funzioni affini adatte
ad essere confrontate con i minimi u di F che abbiano 1, come dato al bordo.

Sia Q un aperto limitato di R" e sia uy € Lip(dQ). La coppia (€, up) soddisfa la
condizione di pendenza limitata con costante M se per ogni z € JQ esiste una coppia di
funzioni affini w} e w; con le seguenti proprieta:

(i) w7 (z) = uo(z) = w7 (2);

(ii) wi(x) = up(x) > w; (x) per ogni x € JC;

(iii) Lip(w}) < M e Lip(w;) < M.
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Le funzioni w} e w; sono le barriere di (€2, uy) relative al punto z. Dunque per ogni
z € JQ troviamo due funzioni affini che coincidono con u in z, che “ingabbiano” il
grafico di u su JdQ. Inoltre la pendenza di tali funzioni deve essere uniformemente
limitata al variare di z € JQ.

Osservazione 2.11. La condizione ¢ banalmente verificata se il dato al bordo u e la
restrizione a dQ) di una qualche funzione affine (bastera prendere w! = w; = u, per
ogni z € JQ).

Osservazione 2.12. Se (€2, up) soddisfa la condizione di pendenza limitata con costante
M allora M > Lip(up; Q). Infatti se x, y € JQ allora

up(x) — up(y) = wy (x) — up(y) < wi(x) —wi(y) <Mlx—yl,
uo(y) — uo(x) = uo(y) — wy (x) < wy(y) — wy (x) < Mlx —yl.

Osservazione 2.13. Se (€2, up) soddisfa la condizione di pendenza limitata con costante
M, se Q) & limitato e se 1y non coincide con la restrizione a dQ di una funzione affine,
allora Q) & convesso. Infatti, dato z € JQ) siano w; e w; le barriere relative a z. L'ipotesi
fatta su 1y combinata con la proprieta (ii) esclude che si possa avere w} = w; su R".
Pertanto

H, ={x e R": w}(x) > w (x)},
€ un semispazio chiuso di IR". Inoltre le proprieta (i) e (ii) assicurano che

z € dH,, JQCH,.

Poiche Q e limitato deve essere QO C H, e quindi

Denotiamo con K l'insieme convesso ottenuto come intersezioni dei semispazi H,. Dalla
(i) risulta JQ c JK, e poiche Q) ¢ K concludiamo Q = K.

Introdurremo a breve una condizione sufficiente sulla coppia (€2, uy) affinche la con-
dizione di pendenza limitata sia verificata per un’opportuna constante M = M(€Q, u).
Dimostraiamo prima come combinare la condizione di pendenza limitata con il prin-
cipio del massimo debole al fine di provare 1'esistenza di minimi Lipschitziani nel
problema di Dirichlet associato ad F.

Teorema 2.16. Sia Q un aperto limitato di R", sia f : R" — R convessa, e sia uy € Lip(dQ)
tale che la coppia (€, uy) soddisfi la condizione di pendenza limitata con costante M. Allora il
problema variazionale (2.18) ammette un minimo u soddisfacente Lip(u; Q) < M.

Dimostrazione: Passo uno: Assumiamo inizialmente che f sia strettamente convessa. La
validita della condizione di pendenza limitata forza M > Lip(uy;dQ). Dato L > M
possiamo dunque applicare il Lemma 2.10 e trovare un minimo u; per F su Lip, (Q2) tale
che risulti u; = uy su dQ. Fissato z € dQ), siano w} e w; le barriere di (Q, 1) relative a
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z. Per il Lemma 2.14 le barriere w; e w; sono minimi di F in Lip,,(€2). Poiche u; ¢ un
minimo di F in Lip,,(Q) e poiche w} > uy = u; > w; su JQ, dal Teorema 2.12 abbiamo

wi>u >w;,  suQ.
Per ogni x € Q) abbiamo allora
up(x) — up(z) = up(x) — wl(z) < wi(x) —wi(z) < Mlx —z|.
Ragionando similmente con w; al posto di w} concludiamo che

sup { ML) 1@l gl
P 2] : <M.

Poiche z € JQ) & arbitrario la stima di Haar-Rad¢ (2.23) implica Lip(u;; QQ) < M. Poiche
M < L, il Lemma 2.10 garantisce allora che F(u;) < F(v) per ogni v € Lip(€)) con v = uy
su dQ, come desiderato.

Passo due: Discutiamo infine il caso in cui f € soltanto convessa. Dato ¢ > 0
definiamo

fe&) = f(&) +ele,  EeR",

e denotiamo con F, il funzionale definito da f,. Poiche f, e strettamente convessa per
ogni ¢ > 0, per il passo uno esiste una famiglia di funzioni {u,}..o C Lip,,(Q) tale che
per ogni € > 0 risulti u, = 1 su dQ e u, sia un minimo di F, in Lip(Q)). Dunque {u,}.5o €
una famiglia equi-limitata ed equi-Lipschitziana su Q. Per il teorema di Ascoli-Arzela
esistono una successione ¢, — 0" e una funzione u tali che 1., — u uniformemente su
Q. Chiaramente Lip(#) < M. Inoltre, data v € Lip(Q2) con v = uy su dQ, per il Teorema
2.7 troviamo

F(u) < liin inf F(u,,) < liin infF,, (u,,) < liin infF,, (v) = F(v).
Pertanto u € un minimo di F su Lip(€2), come desiderato. O

Osservazione 2.14. La semplice convessita di (2 non e ancora una condizione sufficiente
alla validita della condizione di pendenza limitata per (€, 1) con uy non affine. Ad
esempio, Q) non puo avere parti piatte. Si ponga infatti

2 _
x5, sex; =0,

1, sex;>0, x €00.

Q={xeR®:|x|<1,x >0}, uo(x):{
Se valesse la condizione di pendenza limitata, allora applicandola in z = (0,0) tro-
veremmo una funzione affine w tale che w(0,0) = 0 (i.e. w(x) = ax; + bxy) e w < uy su
dQ. Testando quest’ultima condizione nei punti x = (0,1) e x = (0, —1) troveremmo
alloraa > 1e —a > 1, assurdo. In realta, nemmeno la stretta convessita di Q risulta
sufficiente. Poniamo ad esempio

Q={xeR*:xl <x,<2-x3}, up(x) = x2.
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La condizione di pendenza limitata applicata in z = (0, 0) implicherebbe nuovamente
'esistenza di una funzione affine w del tipo w(x) = ax; + bx, tale che risulti w > u, su
2Q. Testando questa disuguaglianza sulla curva {(t, #*) : || < 1} si troverebbe allora

at+bt* >,  Vte(-1,1),
che, come si verifica facilmente, € contraddittoria per ogni scelta dia e b.

Dato un aperto limitato Q2 di R", diremo che Q & uniformemente convesso se esiste
una costante x(€2) con la seguente proprieta: per ogni z € JQ esiste un iperpiano T, in
R" talechez e T, e

k(Q)|x — z[* < dist(x, T>), Vx € 9Q). (2.27)
Nel seguente lemma dimostriamo che 1'uniforme convessita € una condizione suf-

ficiente ad assicurare la validita della condizione di pendenza limitata per ogni
up € C*(R").

Lemma 2.17. Se Q ¢ uniformemente convesso con costante k(Q) e se uy € C*(R") allora (Q, uo)
soddisfa la condizione di pendenza limitata con costante M data dalla formula

sup,, |Vuol
Pa

M= sgp Vgl + Q)

Dimostrazione: Fissiamo z € d() e costruiamo una coppia di funzioni affini con le
properieta desiderate. A meno di compiere un moto rigido possiamo supporre z = 0
eTl, ={x €R": x, =0}, di modo che risulti dist(x, T>) = x,. In particolare dalla (2.27)
avremo

K(Q)x* < x,, Vx € 9Q). (2.28)

Consideriamo poi le funzioni affini {w,},cr del tipo
wa(x) = up(0) + Vup(0) - x +ax,, xeR".

Ci bastera trovare a* e a™ tali che risulti

Wa+(0) = 1o(0) = w,-(0), (2.29)
Wa+ (X) > Up(x) = w,-(x), Yx € 0Q), (2.30)
Lip(w,+) < M, Lip(w,-) < M. (2.31)

La condizione (2.29) e banalmente verificata per ogni a € R. Supponiamo ora che per
un certo a € R e per un qualche x € dQ \ {0} risulti w,(x) = up(x). Per il Teorema di
Lagrange esiste allora y appartenente al segmento di estremi 0 ed x tale che

_ up(x) — up(0) — Vup(0) - x (VZuo(y)x) - x
4= Xn h 2x, ’

e quindi, tenendo conto della (2.28), abbiamo necessariamente

ol < 2Pa Vo) |xf?_ supq [Vuo(0)l
2 Xy 2k (Q))
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Ponendo dunque

+ _ SUuPq [V2110(0)] .

a =
K(Q) 4 7
si verifica immediatamente la validita di (2.30). Compiuta questa scelta, la validita di
(2.31) e automatica. O

Combinando il Teorema 2.16 con il precedente lemma perveniamo al risultato di
esistenza conclusivo di questa sezione.

Teorema 2.18. Sia Q) un aperto limitato e uniformemente convesso con costante x(C), sia
uy € C3(R") e sia f : R" — [0, o) convessa. Il problema variazionale

inf{f f(Vu) : u € Lip(Q), u = ug su 8Q} ,
Q

ammette un minimo u che soddisfa le stime

) supg, [Vl
L ; Q) < Vuo| + —————,
ip(u; Q) %?Iud Q)

sup [ul < supul.
Q oQ

Inoltre, se f e strettamente convessa, allora tale minimo e unico.

Osservazione 2.15. Il Teorema 2.18 si applica anche agli integrandi f non strettamente
convessi considerati nell’osservazione 2.9. Nel caso del funzionale variazione totale su
un intervallo di R avevamo visto come ogni funzione Lipschitziana monotona fosse
un minimo. In questa situazione il Teorema 2.18 mostra l'esistenza di un minimo (fra i
tanti possibili) che soddisfi delle buone stime di regolarita.

Osservazione 2.16. Questo ¢ un teorema di particolare interesse, perche dimostra al
contempo l'esistenza dei minimi e la validita di alcune stime di regolarita. Tuttavia
il teorema richiede ipotesi abbastanza restrittive sul dominio €) e sul dato al bordo
up. Inoltre la dimostrazione utilizzata non si adatta a trattare altri tipi di problemi di
minimo, come quelli con vincolo di volume. Nelle successive sezioni approfondiremo
lo studio degli spazi W'?(Q) con p < . In questo modo svilupperemo gli strumenti
utili a dimostrare teoremi di esistenza di minimi per problemi variazionali ambientati
su aperti generici, sia con condizioni al bordo di Dirichlet che con vincoli di volume.
Nell’ottenere questi risultati di esistenza dovremmo tuttavia assumere la coercivita
superlineare dell’integrando f, ovvero l'esistenza di costanti C > 0 e p > 1 tali che
risulti
9%

f&=z"F~C, VEeR".

Questo tipo di condizione escludera dalla teoria il funzionale dell’area F(u) =
fQ V1 + |Vul?, in quanto associato all'integrando f(&) = V1 + [[?, che soddisfa la sud-
detta condizione di coercivita su IR" se e solo se p = 1. Dunque, nel caso del funzionale
dell’area, I'unico risultato di esistenza che avremo a disposizione sara quello del Teo-
rema 2.18, con le sue condizioni di ammissibilita sui domini e i dati al bordo. Sebbene
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FIGURE 6. Una funzione W'#(Q) che non puo essere approssimata in W'7(Q)
con funzioni appartenenti a C*(Q2).

non approfondiremo lo studio delle condizioni ottimali da imporre ai fini di ottenere
l'esistenza dei minimi nel problema di Dirichlet per il funzionale dell’area, verificher-
emo con degli esempi come sia effettivamente necessario imporre delle condizioni.

Esempio 2.4 (Non esistenza di grafici di area minima, I). Consideriamo l’aperto Q c R?
definito da Q = {x € R?: 0 < |x| < 1} e dimostriamo che il problema di Dirichlet

m= inf{f V1+|Vul?:u e Lip(Q), u = up su 8Q} ,
Q

per il dato al bordo 1, € Lip(dQ) definito da

0, I=1,
uo(X) = { M |x| =0

ha minimi in Lip(Q) se e solo se M = 0. Infatti se M > 0 e u € Lip((2) ¢ ammissibile,
necessariamente E = {x € QO : Vu(x) # 0} ha misura positiva. Pertanto V1 + [Vu[> > 1
su E e risulta quindi F(u) > |Q| = n. D’altra parte la successione di funzioni {u},en C
Lip(Q) definita da

() = { 10\/1(1 —hixd), 0 < n,

, <[<1,

soddisfa F(u;) — m per h — oco. Quindi m = m ma F(u) > m per ogni u ammissibile,
e pertanto non possono esistere minimi. Nel caso M = 0 abbiamo chiaramente che
"unico minimo del problema e dato invece da u = 0. Osserviamo infine come 1’aperto
considerato sia in qualche modo degenere, in quanto il suo bordo non coincide con
una curva regolare. Nell’esempio 2.8 vedremo tuttavia come un analogo fenomeno di
non-esistenza si possa incontrare su aperti con bordo regolare.

2.5. Teorema di Meyers-Serrin. A partire da questa sezione riprendiamo uno studio
generale degli spazi di Sobolev, volto ad implementare il Metodo Diretto in situazioni
lasciate fuori dalla precedente analisi. Iniziamo dimostrando un risultato di approssi-
mazione per le funzioni di Sobolev in termini di funzioni infinitamente derivabili.

Teorema 2.19 (Teorema di Meyers-Serrin). Sia () un aperto di R" e sia p € [1, 00). Per ogni
u € W (Q) esiste una successione {uy}peny € C(Q) N WP(Q) tale che

lim ||1/lh - ullwl,p(Q) =0.
h—o0
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Osservazione 2.17. Il teorema di Meyers-Serrin dimostra che C*(Q) N W'?(Q) & denso
in WY(Q). Si osservi che C*(Q), a differenza di C*(Q), non & mai contenuto in W#(Q).
Inoltre, senza ulteriori ipotesi su {2 non e possibile dimostrare un enunciato analogo
dove C*(Q)) viene rimpiazzato da C®(Q). Si consideri ad esempio l'aperto

Q={xeR":|x|<1,x, #0},

corrispondente alla palla unitaria meno un’iperpiano passante per 1’origine. Posto

u(x) = 1, sex, >0,
~ 10, sex, <0,

¢ evidente che u € WP(Q) per ogni p € [1,»), con gradiente distribuzionale nullo su
Q). Supponiamo che esista una successione {u}en C C=(Q) = C(B) tale che risulti
up, — uin W(Q). Data una qualunque funzione ¢ € C(B) e tenendo conto del fatto
che |B \ Q| = 0, avremmo allora

f V(p:qu(p:Iim uth):—liqu)Vuh:—fq)Vu:O.
fx:x,>0) 0 h—eo Jp e Jp o)

Dal teorema della divergenza potremmo allora concludere che

0= f O Vg0 dH" = —enf pdH",
{x:x,=0} {x:x,,=0}

ie. 0= f]Rn_l @(x’,0)dx’ per ogni ¢ € C(B), contraddizione (si confronti questo esempio
con quello fatto nell’osservazione 2.2).

Osservazione 2.18. Premettiamo alla dimostrazione del teorema di Meyers-Serrin al-
cune considerazioni relative alle partizioni dell’unita. Sia QO un insieme aperto di R" e
sia {Q}ken un ricoprimento numerabile di ) con aperti ben contenuti in €), i.e.

Q,ccQ, Q= U . (2.32)

Assumiamo che il ricoprimento {Qi}ren di Q sia localmente finito, cioe che per ogni
aperto )’ cC Q risulti

(Q)=inf[NEN: Q' N =0, Vk>N}<oo. (2.33)

Allora esiste una partizione dell’unita in Q subordinata a {Qy}ren, cioe esiste una succes-
sione di funzioni {Cilren con 0 < G < 1, G € C2(Qy) e

Z Ge(x) =1, Vxe Q. (2.34)
keN
La dimostrazione di questo fatto si divide in tre passi.

Passo uno: Dato un aperto A C R"” poniamo A® = {x € A : dist(x, dA) > ¢}. Ragionando
per contraddizione si dimostra I'esistenza di ¢ > 0 tale che {Qf} U {{}> € ancora un
ricoprimento numerabile di () con aperti ben contenuti in €);
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Passo due: Iterando il passo uno e ragionando per contraddizione, si costruisce una
successione {¢i}ren di numeri positivi tali che {Q,i"} keN € un ricoprimento numerabile di
Q) con aperti ben contenuti in €);

Passo tre: Posto Q) = QZ", si scelga infine 1, € C°(C)) taleche 0 <y < len =1su
(), (bastera prendere 1, una regolarizzata di 1o, di passo abbastanza piccolo). Per ogni
ogni x € () definiamo allora una funzione 7 : {0 — [0, co] ponendo

n(x) = Z Ne(x), xe Q).
kelN
In virtu di (2.33), dato Q" cc Q abbiamo che in realta

Q)
nE =Y mxeOw), Vred,
k=0

e quindi n € C*(€Y’). Dunque n € C*(Q)) e n > 0 su Q. Posto allora

k(%) .
Ce(x) = o xeR",

si conclude la costruzione della partizione dell’unita desiderata.
Dimostrazione del Teorema 2.19. Dimostreremo che, per ogni ¢ > 0, si trova v € C*(Q)

tale che |[v — ully1p ) < 2¢. Consideriamo una costante ¢ > 0 tale che risulti )y = {x €
Q : dist(x, dQ) > c} # 0, e definiamo perk € N, k > 1

Q= {x € Q: dist(x, 0Q) > %} ,

in modo che risulti {); aperto non vuoto per ogni k € IN. Corrispondentemente defini-
amo una famiglia di aperti {A}ren ponendo

Av=0Qy, A=\ (k=1).

Ovviamente Q = | Jin Ak, Ar CC Q) per ogni k € IN e ciascun Ay interseca al pil tre
elementi da {Ay}nen. In particolare per ogni )" CcC Q) risulta

I(Q)=inf[INeIN: Q' NA =0, Vk>N}<oo.
Pertanto esiste una famiglia di funzioni {(iJren con le proprieta che ¢ € CZ(Ax), 0 <

Cx <1, e inoltre

Yaw=1, vxeQ. (2.35)

keIN

In virtt del lemma 2.3, per ogni k € N la funzione u(; appartiene a W'*(R"), con
spt(uCx) CC Ay. Fissato ¢ > 0 possiamo dunque trovare una successione {¢xjren tale che,
indicata con (uCx),, € CZ(IR") la ex-regolarizzata di uly, risulti

HW@M-W@MWWQS%, (2.36)
spt((uCy)e,) CC Ay . (2.37)
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Definiamo allora una funzione v : {0 — R ponendo

o) = ) (ML) (), xeQ.

keN
Si osservi che la definizione € ben posta. Dato infatti Q)" ben contenuto in €, per ogni
x € () la serie che definisce v(x) & in realta una somma finita sugli indici 0 < k < I(€)’).
Pertranto, v € C*(Q). Similmente, poiche u = ) ;. Uk, troviamo

[(e})
€
llo — u“erl’(Q’) < Z |(uCi)e, — (“Ck)||w1m((2’) < Z ok =2¢.
k=0 kelN
Per arbitrarieta di ', si ha || — u||y1,q) < 2¢, come desiderato. O

Nel caso Q) = R" il teorema di Meyers-Serrin vale in una forma piu forte e con una
dimostrazione piu semplice.

Lemma 2.20. Sia u € W'YP(R"), 1 < p < co. Allora esiste una successione u, € C>(R") tale
che u, — u in WY (R").

Dimostrazione. Dato R > 0, sia (g € C*(IR"”) una funzione tale che
1, < Cr < 1pg,,, [VGI<L1.

Dal Lemma 2.3 abbiamo vg = (ru € WY(R") con sptor C Brya. Dunque le ¢-
regolarizzate (vgr), = vr . soddisfano vg . € C°(IR"), con

lim |log e — Orllwir@rey = 0.
e—0

Provando che
I%I_I)IOIO llor — ullwrrgey =0, (2.38)

non rimarra che costruire u;, scegliendo una successione diagonale R;, — oo, ¢, — 0.
Dimostriamo quindi la (2.38). Da una parte abbiamo

flvzz—ul’” f IvR—ul”+f |ul?
R" Br+2\Br R™\Bg42
= f (1 CefluP + f up < f up -0,
Br42\Br R™\BRry2 R™\Bg

per R — oo, in quanto u € L/(IR"). Inoltre dal Lemma 2.3 abbiamo che Vog = u V(g +

Cr Vu, quindi
f [Vor — Vull + f [VulP
BR+2\BR ]R"\BR+2

‘[IVUR—VuI"J
]RH
2! f (@ = G IVul + P IVCRP ) + f IVuf
BR+2\BR ]Rn\BR+2

2”_1f lulP + |VulP - 0,
R"\BR

per R — oo, in quanto Vu € LP(R"). |

IA

IA
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2.6. Funzioni di Sobolev su IR. La teoria delle funzioni di Sobolev & estremamente
piu semplice in dimensione n = 1 che in dimensione n > 2. Inanzitutto, poiché ogni
aperto Q2 di R & unione numerabile di intervalli aperti disgiunti, possiamo ridurci
direttamente a considerare lo spazio W'#((a, b)), per (a,b) intervallo aperto di R" (i.e.
—00 < a < b < o). In questo caso vale il seguente teorema.

Teorema 2.21. Se u € W'((a, b)), 1 < p < oo, allora risulta
u(x) —u(y) = f u'(t)dt, (2.39)
)

per ogni (x,y) C (a,b), e in particolare esiste una funzione u uniformemente continua su [a, b]
tale che risultiu = u g.0. in (a,b). Seinoltre 1 < p < coallorau € C**((a, b)) pera = 1—(1/p),
con

[0y < 10 Ml2r oty -

Dimostrazione: Definiamo v : (a,b) — R ponendo

v(x) = f u'(Hdt, xe€(a,b).
(a)
Se (x,y) C (a,b) allora

[o(x) — o(y)] < f( .
XY,

Nel caso p = 1, per assoluta continuita dell’integrale di Lebesgue, troviamo dunque
che v & uniformemente continua su [a, b]. Se poi 1 < p < oo, per Holder abbiamo

[o(x) — o) < 1l pylx — yI=P),

e dunque v € C%¥((a, b)) con [0]n@p < W lr(@p). Concludiamo la dimostrazione del
teorema dimostrando l'esistenza di una costante c € R tale che v = u + ¢ q.0. in (4, D).
A tal fine, in virti del Lemma 2.6, ci bastera verificare che v € W'!((a, b)) con derivata
debole v = u’ q.0. in (g, b). Sia dunque ¢ € CZ((a, b)), abbiamo

"(X)dx = "(x)d "(H)d
L oo f( o f( o

f vt [ o' @dx = f o ()((b) — (b))t
(a,b) (t,b) (a,b)

Poiche @(b) = 0 (si noti che potrebbe essere b = +c0), dalla definizione di derivata

debole troviamo
f v’ = —f we, VeeCr(ab),
(a,b) (a,b)

e quindi ¥’ = v’ q.o0. in (4, b), come desiderato. O

Osservazione 2.19. Riguardo al caso 1 < p < oo, si osservi che lo spazio W'7((a, b))
non coincide mai con lo spazio delle funzioni a-Holeriane, &« = 1 — (1/p). Infatti e
possibile costruire (con una variante della classica costruzione delle scala di Cantor)
una funzione u che risulti crescente ed a-Holderiana sull’intervallo (0, 1), con u(0) = 0,
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u(1) = 1, e tale chela derivata classica di u esista q.0. in (0, 1) e siannulli. Se tale funzione
appartenesse ad uno spazio di Sobolev W'#(0, 1) allora la sua derivata distribuzionale
dovrebbe essere g.o. nulla, e questo porterebbe ad una contraddizione col teorema
fondamentale del calcolo (2.39).

Osservazione 2.20. Dalla precedente dimostrazione segue che se u € W'?((a, b)) per
p € (1, ) allora il modulo di continuita di u su (a, ),

w(r) = supflu(x) —u(y)l : x,y € (a,b),|x -yl <}, r>0,

soddisfa la stima

1/p
w(r) < r=WP sup {(f Iu’l”) - |E| < r} , Vr>0.
E

In particolare, w(r) = o(r'*"1/P) per r — 0. Dunque le funzioni in W'?((a, b)) sono
sempre un po pii regolari delle semplici funzioni a-Ho6lderiane con a = 1 — (1/p).
Verificare ad esempio che, per ogni p € (1,), posto u(x) = |x['"/P) (x € R), risulta
u € WH((-1,1)) se e solo se g € [1, p).

Osservazione 2.21. A partire dal Teorema 2.21 non e difficile implementare il Metodo
Diretto per risolvere problemi variazionali su funzioni di una variabile reale. Nel
seguito ci concentreremo principalmente sul caso n > 2, lasciando al lettore 1'utile

esercizio di adattare o riformulare i vari risultati proposti nel contesto unidimensionale,
e riferendoci a [3] per un analisi piti dettagliata di questi problemi.

2.7. I teoremi di Morrey e Sobolev. Cosi come accade in dimensione n = 1, anche
quando n > 2 una funzione nello spazio di Sobolev W'#(R"), in virtu della somma-
bilita L7 del suo gradiente debole, gode di proprieta di regolarita maggiori della mera
appartenenza ad LF. Maggiore il valore di p, maggiore il grado di regolarita delle fun-
zioni in W#(R"). Come visto in precedenza, le funzioni W»*(R") sono equivalenti alle
funzioni in Lip(IR"). Quando p € (n, o) si ha l'equivalenza con funzioni Holderiane di
esponente 1 — (1/p) (Teorema di Morrey); quando p = n si ha l'appartenza ad L?OC(IR")
per ogni q € (1, 00) (Corollario 2.24); infine quando p € [1, n) si ha una importante pro-
prieta di maggiore sommabilita (disuguaglianza di Sobolev). Dopo aver dimostrato
tali risultati, concluderemo questa sezione introducendo la nozione di gradiente debole
di ordine superiore, che risultera utile nell'ultimo capitolo delle dispense.

Teorema 2.22 (Teorema di Morrey). Sia u € WP(R"), p > n. Allora esiste u € C**(R"),
a=1-(n/p), tale che u = u g.o. in R" e inoltre

[u(x)l < Cln, p)llullwrr ey , (2.40)
[u(x) — u(y)| < C(n, pIVuller welx — yI*, (2.41)

per ogni x,y € R".
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Dimostrazione. Passo uno: Consideriamo inizialmente una funzione u € C°(R"), pren-
diamo x € R", e dimostriamo la seguente stima per la sua oscillazione integrale:

1
~ u(x) — u(z)ldz < C(n, PVl s, opr™ "7 . (2.42)
B(x)

Questa stima quantifica il decadimento dell’oscillazione integrale in termini del raggio
e della norma L del gradiente della funzione. E’ decisivo il fatto che p > 1, in quanto
la costante trovata C(n,p) — oo per p — n*.

In coordinate polari otteniamo

- = r n-1 — n—1
j; - [u(x) — u(z)|dx j(; 1dt j; y lu(x) — u(x + V) dH" 1 (v). (2.43)

Per il teorema fondamentale del calcolo,
t
lu(x) — u(x + tv)| < f [Vu(x + sv)|ds,
0

che integrata su S"! porta

t
f d?—ln_l (V) w Sn_lds
Sn-1 0

STZ—l
Vu(z
f Vu@l
By X —2I"

Vv
Bi(x) |x z]"

o v
< L '“—(Z)ll dz. (2.44)
n Jg,w |x — z|"

1/p’
dz 1
- = - —(n/p)
(L (x) |x _ Zl(n_l)pr ) - C(nl p)r 7

pertanto applicando la disuguaglianza di Holder in (2.44) troviamo la (2.42).

f lu(x) — u(x + V)| dH"(v)
Sn—]

Tornando alla (2.43) troviamo allora

f u() — u(z)ldx
B, (x)

Poiche p > n risulta

Passo due: Dimostriamo le stime (2.40) e (2.41) per una funzione u € CZ°(IR") come
conseguenza della (2.42). Preso un qualunque e € dB, poniamo «(n) = |B N B(e)|.
In questo modo, presi x,y € R" e posto r = |x — y| risultera |B,(x) N B,(y)| = x(n)r".
Applicando (2.42) troviamo allora

f () — u(@)] + lu(z) — u(y)ldz
+(X)NB,(y)

f [u(x) — u(z)|ldz + f lu(z) — u(y)ldz
B,(x) B,(y)

C(n, p)IVully @™~ + 7" Cln, p)IVullie s, iy r' P
r"C(n, P)Hvunm(mn)rl_(”/’”) ,

IA

K (m)r"[u(x) — u(y)|

IA

IA

IN
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che porta alla (2.40) per la u. Similmente

— d d
fB PLCREES fB NEE

" C(n, P)IVullir s,y ™" + [lullr s, (1BIF)Y?,

|Blr"u(x)l

IA

IA

che per v = 1 porta alla (2.41) per la u.

Passo tre: Sia u € W(R") e sia u, € C°(R") tale che u, — u in W#(R"). Per il passo
due,

[un(x)| < C(n, p)llunllwee ey , (2.45)
1y (x) — up(y)l < Cn, PIVuglprenlx = yI*, (2.46)

per ogni i € IN e per ogni x, y € R". Poiche [[up|ly1rgy = l[ullwisgn), le u, formano una
successione equicontinua ed equilimitata in R". Per il criterio di Ascoli-Arzela, a meno
di estrarre sottosuccessioni, convergono uniformemente sui compatti ad una funzione
u che, da una parte, coincide q.o. con u grazie al fatto che u, — u in L*(IR"); dall’altra
soddisfa le (2.40) e (2.41) in virtu delle (2.45) e (2.46). O

Teorema 2.23 (Disuguaglianza di Sobolev). Sia u € W'(IR") per p € [1,n), n > 2. Allora
u € L' (R") dove

w_ P
P=_ P
e in particolare
(n 1)
lleallpx gy < pnTHVLlHLP(RH)- (2.47)

Osservazione 2.22. L'esponente p* € 1'unico esponente q € [1, o) per cui una disug-
uaglianza del tipo

ullrarey < C(n, p, PIIVUllprry , (2.48)

puo essere vera per ogni u € C°(R"). Se infatti poniamo 7,u(x) = u(Ax) per x € R" e
A > 0, allora troviamo che

1/q
ITrttllporry = ()\_nf |u|q) = /\_"/q||u||Lﬂ(1Rn),

1/p
VT rullrprey = (A_nf |A VMVO) = APV ey -

Applicando (2.48) sulla famiglia di funzioni riscalate {71}, troveremmo allora
A ullparey < AP Cn, p, VUl gy , YA >0.

Necessariamente A™/7 = A1=0"/P) per ogni A > 0, da cui g = p*.
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Osservazione 2.23. La disuguaglianza isoperimetrica (nella sua versione piu classica)
afferma che ogni insieme aperto e limitato E di R” con bordo di classe C' ha perimetro
maggiore di quello di una qualunque palla di eguale misura. Denotando con B, la palla
di raggio v > 0 e centro nell’origine abbiamo che |E| = |B,| = w," (qui w, = |B|, B = By)
se e solo se r = (|[E|/w,)"/". Per il teorema della divergenza

nw, = fdiv (x)dx :f x - vp(x) dH" (x) = H" 1 (dB),
B 9B

quindi H"'(dB,) = r"'H"(dB) = nw,/"|E|'/"". Pertanto la disugualianza isoperimet-
rica H"1(dE) = H""(dB,) prende la forma

H"YQE) > nwl/"|E|'" . (2.49)

Nel caso p = 1 la disuguaglianza di Sobolev (2.47) porta a una versione piti debole

della disuguaglianza isoperimetrica (2.49), in cui cio¢ la costante nw,/" & rimpiazzata

da una costante piu piccola, 1. Tralasciando una dimostrazione rigorosa di questo
fatto cerchiamo di darne una giustificazione euristica basandoci sugli strumenti fin qui
introdotti. Consideriamo in particolare le e-regolarizzate u, = 1 * p,. della funzione
caratteristica di E, cosicche u, € CZ(IR") per ogni ¢ > 0, e analizziamo il passaggio al
limite ¢ — 0" nella disuguaglianza di Sobolev p =1,

el mey < (VUL gy , (2.50)
(si osservi che 1* = n’ = n/(n — 1)). Per ¢ — 0* abbiamo il membro di sinistra di (2.50)
converge chiaramente a |E|'/". D’altra parte risulta

}gg} IVitellpirey = H"(9E).

Infatti,
u.(x) = f pe(x = y)dy, Vx e R".
ENB(x,¢)
Dunque u.(x) = 1g(x) se dist(x, JE) > ¢, e in particolare avremo
{(Vu, # 0} = I.(JE) = {x € R" : dist(x, dE) < ¢}.
L'insieme I,(JE) e una striscia di ampiezza 2¢ intorno al bordo di E, di misura totale

approssimativamente uguale a 2eH" ' (JE). D’altra parte avremo, sempre approssima-
tivamente e indicando con m,e(x) la proiezione di x sul bordo di E,

VE(T5E(X))
2¢

in quanto u, dovra compiere la transizione dal valore 1 al valore 0 lungo segmenti di

lunghezza 2¢ centrati su JE e orientati dalla normale esterna vg. Dunque risultera

2eH"YOE
Vi, ~ 2 OF)
R" 28

Passando al limite in ¢ — 07, la disuguaglianza (2.50) implica pertanto

|E[""™ < H™(9E),

Vu(x) ~ — VYx € JdE,

~ H" Y (JE).
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che, come spiegato, € una versione piut debole della disuguaglianza isoperimetrica.

Dimostrazione del Teorema 2.23: La seguente dimostrazione compare (formulata nel dif-
ferente contesto della teoria degli insiemi di perimetro finito) nel lavoro di De Giorgi
[6]. Decomponiamo R" come prodotto R” X R, m = n—1, indicando con (x,z) € R” xR
il generico punto considerato. Con questa notazione, osserviamo allora che, se
u € CX(IR"), grazie al teorema fondamentale del calcolo

lu(x, z)| < f
R

e pertanto, grazie a Fubini,

flu(x,z)ldxsf Vu|, VzelR. (2.51)
R R

a—u(x, t)‘ dt < f Vu(x, t)|dt, VY(x,z)eR",
ot R

Passo uno: Dimostriamo che, se u € C°(IR?), allora
el 22y < Vullizre) ,

cheéla(2.47)nelcasop = 1, n = 2, sulle funzioni regolari. Stimiamo |u(x, 2)|? applicando
due volte la (2.51), intercambiando i ruoli delle due variabili (entrambe unidimension-
ali) e trovando quindi

Iu(x,z)lzsfqu(x,t)ldtfqu(y,z)ldy, Y(x,z) € R?.
R R

Integrando su (x, z) € R? e applicando Fubini troviammo immediatamente

fﬂ;z ul* < (fﬂ;dfo;IVu(x, t)ldt) (f}l;dzf]RIVu(y,z)ldy) = (f]l;n IVuI)2 ,

che ¢ la diseguaglianza desiderata.

Passo due: Dimostriamo la (2.47) perp = 1 e u € CZ(IR"). Ragioniamo per induzione
sulla dimensione n, osservando che il caso n = 2 e stato dimostrato nel passo uno.
Assumiamo dunque che il teorema sia vero in dimensione m = n — 1. Poiche n > 3
posto A = 1/(n — 1) troviamo

n n-1 m
1 —A+(1—A)n_2—/\+(1—A)m.

Per la disuguaglianza di Holder
|u|n/(n—1) — f dzf Iu(x, Z)|A |u(x, Z)|(1—A)[m/(m—1)]dx
R m
(1=4)

A
f( Iu(x,z)ldx) (f Iu(x,z)lm/(’”‘l)dx) dz. (2.52)
R \JR" R

A
(f |u(xl Z)l dx) S ||Vu||/L\l(]Rn) . (253)

Rn

IA

Grazie alla (2.51) abbiamo
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D’altra parte, per ogni z € R abbiamo che
(x e R" 5 u(x,2)) € CX(R™),

e quindji, per ipotesi induttiva
(1-1) m(1-A)/(m-1)
( lu(x, z)l’”/(m‘l)dx) < (f Iqu(x,z)Idx)
IRm ]Rm

N

dove V,u & il vettore delle prime m derivate parziali di u. Poiche evidentemente
|V u| < |Vul|, mettendo insieme (2.52), (2.53) e (2.54) troviamo che

_ f Vo, 2)ldx,  (2.54)
Rnl

f|u|"/<"-1>s||w|ﬂ f dz [ Ve, 2l < IV = [Vl
R” R

LY(R") . LY(RY) — LY(R") 7

che e la disuguaglianza desiderata.
Passo tre: Dimostriamo (2.47) per p = 1 e u € WY!(R"). Basta considerare una
successione uy, € C2(R") tale che u, — u in W(IR"). In questo modo, dal passo due,

lim sup lunllpronrey < %1_{?0 Viunllp ey = IVl ey -

h—o0

Poiche [uy|"/V — |u"/"=1) q.0., grazie al Lemma di Fatou abbiamo ovviamente
||1/l||Ln/(n—1)(]Rn) < liminf ”uh”L”/(”‘l)(]R”) ,
h—o0

e la (2.47) & dimostrata.

Passo quattro: Dimostriamo infine la (2.47) per una funzione u € W'?(R"), 1 < p < n.
Ragionando come nel passo tre, possiamo limitarci a considerare il caso di una funzione
u € C°(R". Per la Chain Rule troviamo che, per ogni g > p, [ulf € W'(IR"), con
IVIul?| = glul"~!|Vu|. Pertanto dal passo tre risulta

(n=1)/n
( f Iul"‘”‘"‘”) < q f |l |Vl
n IRH
(r-D/p 1/p
q(f |u|P(q—1)/(P—1)) (f |Vu|”) .
R" R"

<

Scegliendo
_pn-1)
n—p ’

troviamo

ng__plg-1 _ |

n-1 p-1 P

e concludiamo la dimostrazione. m|

Corollario 2.24. Se u € WY'(R") (n > 2), allora u € L?OC(]R") per ogni q € [1, co).
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Dimostrazione: Fissato R > 0, consideriamo Cr € C(Bg41) tale che Cg = 1 su Bg, [VCg| <
C/Re0 < (g <1. Datog € [1*, 00), sia poi p € [1,n) tale p* = q. Poiche spt(Cru) C Brs1
abbiamo chiaramente (ru € WP(IR") e quindi

lullae) < NCRU L ey < CO2, PIIV(CRE e @Ry
< C(n,p)|Broa| VP~V (Cru) | rery
< C(n, p, R)llullwin g -
Pertanto u € L(Bg) per ogni g € [1*, o). m|

2.7.1. Spazi di Sobolev di ordine superiore. Dati k € IN, k > 2, e p € [1, 00], definiamo
per induzione gli spazi di Sobolev W*"(Q), ponendo u € W*?(Q) se e solo se Vu €
WELP((Q; R"). Ad esempio una funzione u € W??(QQ) ammette un gradiente debole
Vu € W(Q; R") ed un Hessiano debole V?u € LF(Q; R™"), di modo che, a fianco della
formula di Gauss-Green (2.3), risulta valida la formula

quz(p:f(pVZu, Yo e C(Q).
Q Q

Le funzioni di W* sono tanto piti regolari quanto piti & grande il valore di k € N. A
titolo di esempio, applicando ripetutamente la disuguaglianza di Sobolev e il Teorema
di Morrey, nel caso degli spazi W¥!(IR") possiamo dedurre quanto segue:

ueW=syel” =",

ueW =>vVuel" sue W = yelW) = W02,

ueWll<h<n-1)=uelM0,

ueW"=svVuel'sue W =uell (Vg<o);

ue Wl = Ve Ll (¥g<o0)=ueC™(Yae(0,1));

ue Wl e N) = u e C* (Va € (0,1));

ueﬂWk'l =uecC®.

keN

Osserviamo inoltre che dato p € [1, ) esiste sempre k = k(n,p) € IN tale che risulti
WKP(IR™) € L (IRY).

loc

2.8. Lo spazio Wé’p (Q). Come conseguenza del Teorema di Meyers-Serrin, quando
1 <p < oo, W(Q) & la chiusura di C*(QQ) N W'#(Q) rispetto alla norma || - [l (q), i-€.

W(Q) = C*(Q) N WP (Q)H‘Ilwwm) |
Un’importante sottospazio di W'#(Q) & ottenuto formando la chiusura di C(Q2). Per
1 <p <oosipone
———IIl,,
WéfP(Q) - Q) e

cosicche u € Wé’p(Q) se u € W(Q) ed esiste una successione {uy,},en € C2(Q) tale che
u, — uin W2(Q). Come intuibile dalla definizione (e come confermato dai vari risultati
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presentati nel seguito) & corretto pensare a W(l)’p(Q) come allo spazio delle funzioni di
W?(Q) che sono nulle sul bordo di Q. Si osservi che

Wy (R") = WH(R"),
in virtt del Lemma 2.20.

Osservazione 2.24 (Immersione canonica in W'?(IR")). E’ utile vedere W(l)’p (QQ) come
un sottospazio di W(R"). Piu precisamente, data u : Q — R definiamo il suo
prolungamento a zero fuori da (2 come

_Julx), xeQ,
Zu(x) = { 0, YeR'\Q, (2.55)
Si verifica facilmente che se u € Wé’p (Q) allora Zu € W'(R"), con V(Zu) = Z(Vu)
e dunque |[ullyiyq) = IZullyirgn. Identificheremo pertanto u € Wé’p (Q) con il suo

prolungamento a zero fuori da Q2 quando avremo bisogno di trattare u come elemento
di W'P(R").

Osservazione 2.25 (Chiusura debole di Wé’p (Q)). Per definizione Wé’p (Q) & un sot-
tospazio chiuso di W'#(Q), cioe

1
{uphhen € W,P(Q) 1p
_ ’ = ueW, (Q). 2.56

{ u, — uin W7(Q), 0" () (2.:56)
Vale in realta una proprieta di chiusura pit generale che ci sara necessario sfruttare in
seguito, ovvero

fwren € W,"(Q), 1
u, — uin LP(Q), = ueW,"(Q)conT=Vu.
Vi — T in LP(Q; RY),

Infatti, per convergenza debole, se ¢ € C(Q) allora

quq):IimfuhV(p:—lim goVuh:—f(pT,
0 h=eo Jo h=eo Jo 0

e quindi T = Vu. Consideriamo poi l'insieme delle combinazioni convesse della suc-
cessione {(uy,, Vuy)}nen, cioé definiamo

N N
C= {hz_;/\h(uhzvuh)ZNEN,hZ;Ah =1,0<A;, < ]} CLP(Q;]R”H).

Chiaramente C & un insieme convesso. Supponiamo che (1, Vi) non appartenga alla
chiusura C (nellanorma [|+||pq,r+1y) di C. Per il teorema di separazione di Hahn-Banach
[2, Teorema 1.7] e per il teorema di rappresentazione di Riesz in LP(Q); R"*!) esiste allora
¢ € LV (Q; R"™) tale che

inf_fg-(v,S) > fg-(u,Vu)
©5)eC Ja Q
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= limfg-(uh,Vuh)z inf_fg-(v,S),
h—co ] (©,5)eC Ja

contraddizione. Dunque (1, Vu) € C. In particolare troviamo una successione di

combinazioni convesse delle 1, che converge a 1 in W#(Q). Poiche W, P(Q) & convesso

(inrealta e lineare), tale successione di combinazioni convesse definisce una successione

{Onhen C W, P(Q) conv, — uin W#(Q). Per la proprieta di chiusura (2.56) risulta quindi
1p

u € W, (Q).

Un primo importante risultato sullo spazio Wé’p (Q) e la seguente disuguaglianza di
Faber-Krahn. Osserviamo come da essa segua immediatamente che 1'unica funzione
costante in Wé’p(Q) sia la costante zero.

Lemma 2.25 (Disuguaglianza di Faber-Krahn). Se [Q)] < o0 e1 < p < oo allora
ullry < Cln, IQM " IVully, Vi€ W,P(Q). (2.57)

In particolare ||Vl definisce una norma su Wé’p(Q) equivalente alla norma ||ullyp ), in
quanto
IVullir ) < lullpiry < (1 + Clr, p)IQMN )Vl ,

per ogni u € Wé’p Q).

Osservazione 2.26. L'ipotesi [()] < oo e la presenza di |QY" nel membro di destra

della (2.57) sono in qualche modo necessarie, si pensi all’osservazione 2.22. La disug-
uaglianza di Faber-Krahn implica che la quantita

A(Q) = inf{ fg IVul : fQ P =1,ue w;'P(Q)} ) (2.58)

nota come primo autovalore del p-Laplaciano, sia positiva: infatti, dalla (2.57) troviamo

1

In particolare risulta non banale (in quanto 1,(Q) > 0) la seguente disuguaglianza

fg IVul > 1,(Q) fg P,  Vue W,!(Q), (2.60)

che e la forma ottimale della disuguaglianza di Faber-Krahn, nel senso che la (2.60) e
falsa non appena si rimpiazzi A,(€2) con un A > A,(Q2). Come vedremo nel Teorema
2.28, esistono sempre funzioni non-nulle che soddisfano la (2.60) con l'uguale. Tali
funzioni ottimali per la disuguaglianza di Faber-Krahn si chiamano autofunzioni (del
primo autovalore) del p-Laplaciano.

Dimostrazione del Lemma 2.25: Per definizione di Wé’p (Q), ci bastera dimostrare (2.57)
assumendo direttamente u € C°(Q). Il caso 1 < p < n segue immediatamente combi-
nando le disuguaglianze di Holder e di Sobolev (in quanto C(Q) ¢ W#(R")),

plp* plp*
f|u|P < |Q|l—(p/p*) (f |u|”*) = |Q|P/" (f MP*)
Q Q R"
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< C(n,p)QP' f

Vul’ = C(n, p)IQP"" f Vul?,
R" 0
Se invece p > n si consideri g € [1, n) tale che risulti g* = p, i.e. si ponga

_
q_n+p'

Applicando la disuguaglianza di Sobolev di WY(R") a u troviamo

. a*/q
flul” = |ul? SC(n,v/)(f IVulq) :
Q R” n

Osservando che g < p ed applicando Holder, abbiamo inoltre

q/p
f Vull = f |Vu|‘7s|0|1-<‘7/f’>( f Wp) ,
R” Q Q

da cui si ricava infine la tesi. m|

. .. 1, . < qe
Il seguente teorema di compattezza per successioni in WOP (Q) ci permettera di
dimostrare l'esistenza di minimi per problemi variazionali con condizioni di Dirichlet.

Teorema 2.26 (Teorema di compattezza per Wé’p (Q)). Sia Q un aperto limitato di R",
n>2esiap €[l,00). Se {uplhen € una successione in W(l)’p(Q) tale che

sup |[Vuyllpr = M < oo,

helN

allora esistono h(k) > coed u : R" - Rconu =0suR"\ Qe
u € L1(R"), Upgy — 1 in LI(QY),
per ogni esponente q che soddisfi

ge[l,p*), sel<p<mn,
ge[l,), sep=mn, (2.61)
g=o0, sep>n.

Inoltre, se p > 1 allora u € Wé’p(Q) e Vupp — Vu in LP(C; R").

Osservazione 2.27. Senza l'ipotesi di limitatezza di {) puo accadere che la compattezza
non sia garantita a causa di fenomeni di “fuga di massa all’infinito”. Ad esempio, sia
datau € C°(B), u # 0, e consideriamo la successione {u;},en definita da uy,(x) = u(x+he)
per e € JB fissato. Allora

sup |[Vuyllprwey = [IVullr@) < oo

heN

uy — 0 uniformemente sui compatti di R".

Se dunque uy, fosse compatta, ad esempio, in L'(IR"), esisterebbe h(k) — oo tale che u;, —
0 in L'(R"). Poiche questo implicherebbe 0 = limy_,c tngollir vy = llulls) troveremmo
una contraddizione con l'ipotesi u # 0.
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FIGURE 7. Mancanza di compattezza in W(l)’l. Una successione di funzioni con
gradienti equilimitati in L! pud convergere a una funzione che non ammette
derivata debole in L'.

Osservazione 2.28. Se p = 1 la funzione limite # pud non appartenere a Wé’l(Q). Per
verificare questo fenomento basta considerare la successione di funzioni affini a tratti
{uplhen C Wé’l(—l,l)) definita come in Figura 7. Evidentemente f]R lu;| = 2 per ogni
he€Neu, — 1inL((—1,1)) per ogni g € [1, o). Tuttavia la funzione costante u = 1 non
appartiene a W(l)’l((—l, 1)) per via della disuguaglianza di Faber-Krahn.

Osservazione 2.29. Nel caso 1 < p < n, sappiamo che Wé’p (Q) c I (Q). Tuttavia questa

inclusione non e compatta, nel senso che una successione limitata {u; },en € W, P(Q) puo
non ammettere alcuna sottosuccessione convergente in L7 (Q). Consideriamo Q = Be
assegniamo u € C°(B), u # 0. Consideriamo le funzioni u;, € C°(B) definite da

up(x) =u(hx), x€B.
Ovviamente spt(u,) C By, e inoltre, per ognig > 1,
IVurllre = B "PIVullpe,  Nulloe = Bl -
Definiamo allora v, € C°(B), ponendo
op(x) = WPy (x), x€eB.
Abbiamo ||Vollr@) = IVullre(s), e inoltre, per ogni g € [1,p*),
lonllzay = BP0 |5 — 0,

cioé v, — 0 in L(B). Pertanto se {vj}nen fosse compatta in L7 (B) il limite di una
qualunque sotto-successione estratta convergente dovrebbe essere la funzione nulla.
Tuttavia ||vh||Lp*(B) = IIuIIU*(B) # 0, dunque nessuna sotto-successione di {v},},en PuO
convergere in L?” (B).

Premettiamo alla dimostrazione del Teorema 2.26 il seguente lemma, che quantifica
la velocita di convergenza in L' delle e-regolarizzate di una funzione di Sobolev.

Lemma 2.27. Se u € WYY(IR"), allora

f lu —u,.| < ef Vul. (2.62)
R R
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Dimostrazione: Sia v € C2°(IR"). Allora

A\

dz

1
f Vo(x +sz)-zds
0

[o(x) — v.(x)] < Lpg(z)lv(x)—v(x+z)|dz = L Pe(2)

1
ef pe(2)dz f [Vo(x + sz)|ds.
B. 0
Dunque abbiamo

1
Iv(x)—vg(x)ldeE‘f pg(z)dzf dsf IVv(x+sz)|dx:ef Vol .
R” B, 0 R R

Sia ora u € W"(R") e, dato 6 > 0, consideriamo v € CX(IR") tale che [[v — ullyiirny < 6
(vedi Lemma 2.20). Poiche u, — v, = (u — v),, applicando (1.11) ad u — v troviamo

IA

lu—tellpwey < lu—0llpgey + 10 = Vel ey + l0e — el wr

2”1/[ - U”Ll(]Rn) + (C,‘HV'U”Ll(]Rn) .

IA

Per 56 — 0 il membro di destra converge a ¢[|Vul|.1rn), € concludiamo la dimostrazione.
O

Dimostrazione del Teorema 2.26. Passo uno: L'appertenenza di u a W(l)’p (Q)nelcasop > 1
e una semplice conseguenza dell’osservazione (2.25). Infatti, dimostrata la prima parte
del teorema, ricordando come {Vuy}yen sia limitata in LP(€); R"), troviamo che a patto
di estrarre un’ulteriore sottosuccessione da h(k), si ha Vuyu — T per un qualche T €
LP(Q; R"). Per l'osservazione 2.25 risulta allora T = Vu e u € Wé’p (Q). Nei seguenti
passi ci concentriamo dunque sulla prima parte del teorema.

Passo due: Trattiamo inizalmente il caso p > n, che segue facilmente dal Teorema di
Morrey, per cui esiste una successione {i,},en € C**(IR") tale che u;, = uy, q.o. su R" e
[un(x)| < C(n, p)llunllwee ey ,
15, (x) — up(y)l < Cn, PIVuglrrenlx = yI*,

per x, y € R". Per la disuguaglianza di Faber-Krahn abbiamo dunque
[un(0)l < C(n, p)(1 + Q"M
[n(x) = wn(y)l < C(n, p)Mlx = yI,

per ogni x,y € R". Per il Teorema di Ascoli-Arzel, esiste dunque u € C**(R") con
spt(u) C Q e h(k) — oo tale che uug) — u uniformemente su R". Dunque ;) — u in
L*(IR"), come desiderato.

Passo tre: Trattiamo il caso 1 < p < n. Fissato g € [1,p*) consideriamo lo spazio
metrico completo X = L(IR") e dimostriamo che Y = {u;},en C X & pre-compatto in X.
A tal fine bastera dimostrare che per ogni 6 > 0 esiste un insieme pre-compatto Zs C X
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tale che per ogni y € Y esista z € Zs con d(y,z) < 6. Come vedremo bastera porre
Zs = {(un)ehnew per € > 0 scelto in dipendenza da 6. Infatti dimostreremo che

lim sup [|(u)e — unllrsrn = 0, (2.63)
20 peN
e che
per ogni ¢ > 0, la successione {(u,): }nen € pre-compatta L1(IR") . (2.64)

Passo quattro: Dimostriamo (2.63). Poicheé €) e limitato e u;, € Wé’p (Q)), possiamo
vedere u;, come un elemento di W!(R"). In particolare dalla stima (2.62), poiche

[Vuy| = f V| < 1QM Vil < MIQIM,
RR" Q
abbiamo
() — upllwn < C(n, p, 1Q)e . (2.65)

D’altra parte (i) — u, € W"(IR"), quindi per la disuguaglianza di Sobolev e dal fatto
che

IV (un)e — Vug|lrr rey

IA

IV@un)ellerwey + (IVupllprey = 1VUR) ellparey + IVugller e
2|IVuy|lppwny < 2M,

IA

troviamo

1), = el ey < Con, ). (2.66)
Poiche g € [1,p*) esiste A € [0, 1) taleche g = (1-A) 1+ Ap* e quindi, combinando (2.65),
(2.66) e la diseguaglianza di Holder troviamo

() e — unllragrey < 1(un)e — uh||L1(]Rn [I(2er) e — uh||2p & S < C(n,p,q,1Q)e"".

La (2.63) segue immediatamente.
Passo cinque: Dimostriamo (2.64). Dalla disuguaglianza di Faber-Krahn abbiamo

||p||L°°(B)
|(24) e ()] — |ua]
€ Be(x)

C(n, €)||uh||L1(Q) < C(n, €)|Q|1/p’||uh”m(())
< C(n, g)lgl(l/p/)+(l/n)”Vuh”U’(Q) < C(Tl, & p, Q) s

IA

IA

cioe le (1), sono equilimitate su k € IN. Similmente, partendo dalla stima

|qumuKWM(»<M“@lf IV,
Be(x)

proviamo che le (1), sono equilipschitziane su /1 € IN. Poiche tali funzioni si annullano
fuori da un e-intorno di € grazie al Teorema di Ascoli-Arzela {(u).}ren € compatto in
L*(IR"). Tenendo ancora conto della uniforme limitatezza dei supporti, tale proprieta
di compattezza ¢ immediatamente valida in LI(IR").
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Passo sei: 1l caso p = n € immediata conseguenza del fatto che, per limitatezza di £J,
Wé’”(Q) € contenuto in Wé’q(Q) per ogni g € [1,n). O

2.9. Metodo diretto negli spazi di Sobolev. In questa sezione mostriamo come il
teorema di compattezza in Wé’p(Q) e il teorema di semicontinuita inferiore (Teorema
2.7) permettano di implementare il Metodo Diretto in varie situazioni di particolare
interesse.

2.9.1. Problemi con vincolo di volume. Iniziamo considerando dei problemi variazionali
con vincoli di volume.

Teorema 2.28. Sia Q) un aperto limitato di R", sia p € (1, 0), e sia q tale che

g €[1,p*), sepe(l,n),
{qellfoo), sep>n. (2.67)
Sia poi f : R" — [0, 00) una funzione convessa tale che risulti
P oo )
= ~C=f©), VYEeR, (2.68)

per una costante C > 0. Allora il problema variazionale
m = inf{f f(Vu):u e Wé’p(Q),f lu|? = 1} ,
o) o)

Osservazione 2.30. In riferimento all’osservazione 2.26, il Teorema 2.28 garantisce in
particolare l'esistenza di autofunzioni per il p-Laplaciano.

ammette un minimo.

Dimostrazione del Teorema 2.28. Fissatauy € CX°(QQ), u # 0, esistet > O tale che fQ [t ul? = 1.
Pertanto, m < oco. Se dunque {uj},en € una successione minimizzante, dalla (2.68)
troviamo che

C(m + C|QJ) > lim supf [V, |P .
o)

h—o0

Per il Teorema 2.26 esistono h(k) — oo perk — coeu € Wé’p (Q) tali che, a meno di
estrarre una sottosuccessione, risulti ug — u in L7(€2). In particolare

f [ul” = limf luppl’ =1,
Q k=eo Jo

e quindi # & ammissibile nel problema variazionale considerato. Poiche {uy},en € una
successione minimizzante e grazie al Teorema 2.7 abbiamo allora,

m < Lf(Vu) < liirlci)onf\f(;f(Vuh(k)) = %1_];’];10 Lf(Vuh) =m,

e pertanto u € un minimo. O
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2.9.2. Problemi di tipo Dirichlet. La classe delle funzioni con dato al bordo assegnato
viene introdotta fissando 1y, € W'P(Q) e considerando la famiglia di funzioni u €
W?(Q) tali che

u—1g € Wé’p(Q).
Scriveremo alternativamente u € uy + Wé’p (Q). Interpretando W(l)’p(Q) come l'insieme
delle funzioni in W'?(Q) con dato al bordo nullo, questo ¢ infatti un modo naturale di

esprimere la coincidenza di u e uy sul bordo di Q. Considereremo dunque il problema
variazionale

m= inf{f f(Vu) :u € up + Wé’p(Q)} , (2.69)
o)
andando a dimostrare il seguente risultato di esistenza di minimi.

Teorema 2.29. Sia f : R" — R una funzione convessa tale che, per opportune costanti p > 1
e C >0, risulti

%—csf(é), VEeR". (2.70)

Sia Q un aperto limitato di R", e assegniamo uy € W(Q) tale che risulti F(ug) < co. Allora
il problema variazionale (2.69) ammette un minimo.

Osservazione 2.31. Quando 1, € C1(Q) a fianco del problema (2.69) possiamo consid-
erare

m :inf{ff(Vu) cueCHQ),u=u su&Q} .
Q

Chiaramente m’ > m. Qualora Q) abbia la sufficiente regolarita risulta tuttavia m’ = m
(Teorema 3.14).

Osservazione 2.32. Il vincolo p > 1, che € necessario al fine di poter applicare il Teo-
rema 2.26 alle successioni minimizzanti, esclude dalle ipotesi del teorema il funzionale

dell’area
F(u) = f V1+|Vul?,
Q

corrispondente a f(&) = V1+ &P, & € R". Infatti in questo caso (2.70) vale solo con
p = 1. In effetti il problema di Dirichlet per il funzionale dell’area non e sempre
risolubile, come gia osservato nell’Esempio 2.4.

Il Teorema 2.29 segue facilmente dal seguente lemma di compattezza.
Lemma 2.30. Se Q aperto limitato di R", p > 1, ug € W (Q), {uy}pen C uo + Wé’p(Q) e

sup |[Vuyllrrrry < 00,

h—oc0

allora esistono h(k) — coeu € uy+ Wé’p (Q) tali che upgy — u in LI(QY) per ogni q soddisfacente
(261) e Vuh(k) —Vuin LP(Q,' ]Rn)
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Dimostrazione: Posto v, = uy, — ug abbiamo {vy,}en C W(l)’p(Q) e sup, . IVorllprry < o0
in quanto
IVorllrarey < IVunllr@rey + [IVuollrrey -
Si conclude applicando il Teorema 2.26. m|
Dimostrazione del Teorema 2.29: Avendo assunto F(u) < oo, il problema variazionale

(2.69) e non banale, cioe m < oo. In particolare esiste una successione minimizzante, i.e.
1,
{tnlhen C uo + W, (Q) tale che

limLf(Vuh) =m. (2.71)

h—o0

Dalla (2.70) segue d’altra parte che
f Vil < C(C|Q| + f f(Vuh)) :
0 0

sup ”Vuh”LV(Q) < C(ClIQl+m) < 0.
helN

e dunque

Per il Lemma 2.30 esistono h(k) — co e u € uy + Wé’p (Q) tali che upp — u in LP(QQ). Per
il Teorema 2.7

F(u) < li}(n inf F(upp) = %im F(up) =m.

. N 1, . . . N .. .
Poiche u € 1 + W,"(Q) abbiamo pure F(u) > m e quindi # & un minimo per il problema
variazionale considerato. |

Rafforzando le ipotesi su f & possibile ottenere un semplice criterio di unicita per i
minimi trovati nel Teorema 2.29.

Teorema 2.31. Nelle ipotesi del Teorema 2.29, siano u e v minimi per il problema variazionale
(2.69). Se f e strettamente convessa allora u = v g.0. in €.

Dimostrazione: La funzione w = (u + v)/2 appartiene alla classe di competizione, i.e.
w E Uy + Wé’p(Q). Ragionando come nella dimostrazione del Teorema 2.11 si verifica
allora che l'insieme E = {x € Q : Vu(x) # Vo(x)} ha misura nulla. Poiche u —v € Wé’p (Q)
e V(u—v) =0 q.o. in Q) dalla disuguaglianza di Faber-Krahn otteniamo allora u —v = 0
g.o. in Q. |

2.10. Equazione di Eulero-Lagrange. Dimostriamo ora che i minimi di un prob-
lema variazionale con condizioni al bordo di Dirichlet soddisfano (in forma debole
o distribuzionale) un’equazione alle derivate parziali, nota come equazione di Eulero-
Lagrange del funzionale. Vedremo poi come varie importanti equazioni alle derivate
parziali possano vedersi come equazioni di Eulero-Lagrange associate ad opportuni
funzionali.
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Teorema 2.32 (Equazione di Eulero-Lagrange). Sia f : R" — R una funzione convessa di
classe C'(IR") tale che per un qualche p € (1,00) e C > 0 risulti

IVAEI < CA+1EPT), (2.72)

e siano Q un aperto di R" e u € W'P(Q). La condizione di minimalita

f f(Vu) < f fVu+Ve),  VpeW,"(Q), (2.73)
Q Q

e equivalente alla condizione
f Vi(Vu)-Vo=0, Voe W (Q), (2.74)
Q

detta equazione di Eulero-Lagrange in forma debole del funzionale F(v) = fQ f(Vo).

Osservazione 2.33. I minimi del problema variazionale (2.69) soddisfano chiaramente
la (2.73). Inoltre l'ipotesi di coercivita (2.70) € compatibile con la (2.72). Il Teorema 2.29
assicura dunque che il Teorema 2.32 sia non vuoto.

Osservazione 2.34. L'ipotesi (2.72) assicura che f soddisfi una condizione di locale

N

Lipschitzianita “quantitativa”. Pitu precisamente, la (2.72) implica l'esistenza di una
costante C’ tale che risulti

FE) = I <CA+EPT +mPE-nl,  VYENERY, (2.75)

come si verifica applicando il teorema fondamentale del calcolo alla funzione h(t) =
f(t& + (1 = t)n) sul segmento t € [0,1]. In particolare la costante di Lipschitz di f sulla
palla Bg, R > 0, cresce come R

Osservazione 2.35. Qualora si assuma maggiore regolarita di f ed u (ad esempio se
f € C3(R") e u € C*(Q)), diventa possibile applicare il teorema della divergenza nella
(2.74) e trovare cosi che

0= f @div(VF(Vu),  Voe W, (Q).
Q

Per il lemma fondamentale del calcolo delle variazioni (Corollario 1.2) risulta dunque
valida la forma classica (o forte) dell’equazione di Eulero-Lagrange,

div (Vf(Vu(x))) =0, Yx e Q.

Dimostrazione del Teorema 2.32: Ad ognigp € Wé’p (Q)) associamo una funzione® : R — R
ponendo

() = Lf(Vu(x) +tVe(x))dx, teR.

La condizione (2.73) € equivalente al fatto che ® abbia un minimo in t = 0. Affermiamo
che @ e derivabile in t = 0, con

CIJ’(O):LVf(Vu(x))-Vgo(x)dx. (2.76)
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La convessita di ® garantira allora che t = 0 sia di minimo per ® se e solo se ®’(0) = 0,
implicando dunque l'equivalenza fra (2.73) e (2.74). Rimane da dimostrare la (2.76).
Poiche f € C{(R"), se t — 0 allora

F(Vu(x) + tV(Pt(x)) —SVUD) ¢ rvag) - Vo),

per ogni x € Q. In virtu della (2.75), per ogni x € () e per ogni t # 0 con || < 1 risulta

f(Vux) + tVp(x)) — f(Vu(x))
t

< C'(1+ IVu@)lP~ + Vo) HIVe()l.

A destra in questa stima compare una funzione appartenente ad L!(Q), indipendente
da t. Per convergenza dominata concludiamo che @’(0) esiste e soddisfa la (2.76). O

Osservazione 2.36. La dimostrazione appena vista da il nome alla disciplina stessa
del Calcolo delle Variazioni: le variazioni in questione sono evidentemente le funzioni
test ¢ con cui si perturba il minimo u al fine di dedurre una condizione necessaria e
sufficiente di minimalita in forma di equazione alle derivate parziali.

Esempio 2.5 (Equazioni ellittiche a coefficienti costanti). Data una matrice A € R™" la
trasposta A* € R™" di A e definita tramite la relazione

n-(Ad =(An-&,  VEneR'.

Diciamo che A & simmetrica se A = A" e indichiamo con R{/ lo spazio delle matrici

n X n simmetriche. Data A € R{/ definiamo una forma bilineare su R" ponendo

AlE,nl=n-(AE) =(An)-¢&, & neR,

e definiamo un polinomio omogeneo di secondo grado f : R" — R,

f&)=Alg &, £eR.

La simmetria di A garantisce che

VF(E) = AE, VvéeR",

e in particolare (2.72) & sempre valido con p = 2. Diciamo che A € R{J[} € semidefinita
positiva se f > 0 su IR". Come si verifica facilmente f € convessa se e solo se A e
semidefinita positiva. Diciamo che A e ellittica se f > 0 su R" \ {0}. In questo caso,
posto A = infg.-1 f, per compattezza risulta A > 0. Quindi A e ellittica se e solo se esiste

A > 0 tale che
A[E, &1 > A&, YEeR".

In questo caso f risulta strettamente convessa e soddisfa inoltra la (2.70) con p = 2.
Sotto l'ipotesi di ellitticita, per ogni uy € W'?(Q), il Teorema 2.29 garantisce 1'esistenza
di un minimo (unico!) u € uy + Wé'z(Q) nel problema di Dirichlet

inf{f AlVu,Vul : u € uy + Wé’Z(Q)} .
Q
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Tale minimo soddisfa evidentemente la (2.73). Dal Teorema 2.32 (o tramite una semplice
verifica diretta, sfruttando la linearita e 1’ellitticita), abbiamo allora che

f AlVu, Vol =0, Yo e W Q). (2.77)
Q

Questa condizione ¢ la forma debole dell’equazione di Eulero-Lagrange del funzionale
quadratico F(u) = fQA[Vu, Vu]. Supponendo che il minimo u sia di classe C*(Q), la
forma forte di tale equazione di Eulero-Lagrange diventa

div (AVu(x)) =0, Yx e Q.

Sviluppando la divergenza, questa equazione prende la forma forse pitt familiare al
lettore dell’equazione ellittica a coefficienti costanti definita da A

. *u
Aji——(x)=0, Vxe Q.
i],Z:l g 8xi8x]~ (X) *

Nel caso notevole A = (1/2)Id, stiamo parlando del funzionale di Dirichlet

1f|w|2,
2 Ja

la cui equazione di Eulero-Lagrange in forma debole e

fVu-qu =0, VYpeWAQ).

o)

La forma forte di tale equazione coincide dunque con la classica equazione di Laplace
Au=0 in Q.

Esempio 2.6 (Equazione del p-Laplaciano). Dato p > 1 consideriamo la funzione stret-
tamente convessa f(&) = (1/p)I&fF, & € R". Data uy € W'#(Q), per il Teorema 2.29 il

problema di Dirichlet
mf{1 f IVul : u € ug + w;"’(Q)} )
P Ja

ammette un’unico minimo u. Poiche f € C!(IR") con Vf(&) = [EP~2E per ogni & € R”,
la condizione (2.72) e banalmente soddisfatta. Dunque per il Teorema 2.32 e valida
I'equazione di Eulero-Lagrange in forma debole

f VuP2Vu-Vo =0, Vo e W Q).
Q

Avendo sufficiente regolarita e assumendo che Vu non si annulli mai in Q, la forma
forte di questa equazione diventa
Apu(x) =0, Vx e Q,
dove A, e I'operatore noto come p-Laplaciano
Apu = div (VulP?Vu).

Chiaramente se p = 2 allora Ayu = Au.
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Osservazione 2.37. Sia f : R" — R convessa con f € C(R") e sia u € Lip(Q). Senza
dover assumere la (2.72), la condizione

ff(vu) < ff(Vu + Vo), Vo € Lip(Q), spty cC Q,
o o

e equivalente alla forma debole dell’equazione di Eulero-Lagrange

fo(Vu)-V(p =0, Yo € Lip(Q)), sptep cC Q.
o

La dimostrazione & analoga a quella appena discussa. Infatti per applicare la conver-

genza dominata ci basta osservare come il fatto che f sia localmente Lipschitziana (in

quanto convessa) implichi per ogni [t| < 1 e x € Q) che

f(Vulx) + tVo(x)) — f(Vu(x)
t

dove si sia posto M = Lip(u; QQ) + Lip(¢p; Q).

< Lip(f; Bu)IVo(x)!,

Esempio 2.7 (Equazione della curvatura media nulla). Consideriamo adesso il fun-
zionale dell’area F(u) = fQ V1+|Vul?. Se u & un minimo di F in Lip(Q)), in virtl
dell’osservazione 2.37 troviamo che u soddisfa 'equazione di Eulero-Lagrange

Vu
——— Ve =0, Yo e C(Q). 2.78
| e peC@) 78)
In particolare se u € C*(Q) allora si ha
Vu
div [—————|=0 in Q. 2.79
( V1+ IVMIZ) &7

I1 termine di sinistra di questa equazione coincide con la curvatura media della super-
ticie n — 1 dimensionale di IR” definita dal grafico di u. Quindi 1’equazione di Eulero-
Lagrange del funzionale dell’area minimizzato con condizione di Dirichlet esprime la
condizione di curvatura media nulla.

Esempio 2.8 (Non-esistenza di grafici di area minima, II). Mostriamo come utilizzare
I'equazione di Eulero-Lagrange al fine di dimostrare un risultato di non-esistenza di
minimi, andando a migliorare 1’esempio 2.4. Consideriamo il problema di Dirichlet
per il funzionale dell’area

inf{ f V1 + Vul? : u € Lip(Q), u = g su aQ} ) (2.80)
Q

sul dominio Q e col dato al bordo 1y definiti come

0, Ixl=1,
M, |x|=c¢.

Assumiamo che per certi valori di ¢ ed M un minimo u esista. Ricordiamo che per
stretta convessita tale minimo deve essere unico (Teorema 2.11) e soddisfare la stima
0 < u < Min Q (Teorema 2.15). Per l'osservazione 4.1 avremo inoltre u € leo’f(Q).
La simmetria di Q) e del dato al bordo garantiscono poi che la funzione ug ottenuta

Q=xeR?:e<x <1}, uo(x):{ (2.81)
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“ruotando” u intorno all’origine di un angolo 0 sia anche essa un minimo. Per unicita,
risulta quindi u = uy. Pertanto deve esistere una funzione g : [¢, 1] — [0, M] tale che

u@x) = g(hl),  xeQ,.

Si verifica facilmente che g risulta Lipschitziana su [¢, 1]. Utilizzando la seconda parte
del Teorema 2.15 verifichiamo inoltre che ¢ non puo avere massimi o un minimi locali
stretti in (¢, 1). In particolare g risulta decrescente, quindi ¢’ < 0. Inoltre, combinando
il fatto che u € WIZO’CZ(Q) con il Teorema 2.21 si trova facilmente che ¢ € C?((0, M)).
Pertanto u € C*(Q) e 'equazione di Eulero-Lagrange (2.78) vale nella forma forte (2.79).
Osservando che

Vu _ (1 + VuP)Au — V2u[Vu, Vu]
( VI+IVuP ) - (1 +[Vup)¥2 ’
la (2.79) diventa
1+ |VuP)Au = V2u[Vu,Vu]  suQ. (2.82)
Dati a,b € R", definiamo a ® b € R™" ponendo (a ® b);; = a;b; e calcoliamo

x®x  gkx) {Id x®x}

+ —_
|x|? |x| |x|?

Viu(x) = g’(lxl)l—;, V2u(x) = g (Ix])

cosi da riscrivere la (2.82) nella forma

1+ (g”+(n—1)g7) =(g)¢", re(el),

Le.
g +-1+EHS =0,  re(e).
Grazie al teorema di Cauchy per le equazioni ordinarie si verifica facilmente che se ¢

non e costante (e questo e il nostro caso per via delle condizioni al bordo) allora g’ <0
su (&,1). Tenendo conto che n = 2 e che ¢’ < 0 troviamo allora

ldt 1 g//(t)
_ “r dt,
fy t f O+ gOn"

che calcolando gli integrali diventa

r= CW , (283)
g

Poiche r € (¢,1) la (2.83) comporta in particolare ¢ € (—¢,0). Poiche ¢’ < 0ec < 0si
risolve

dove c=

sn c
g(?")— }’Z—CZI 1’6(8,1),
da cui concludiamo
N
g(r) = Il log[—1 tVl-c ) L re(sl).
r+ Vr2 —¢2
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Troviamo dunque un legame fra i due parametri ¢ ed M,

1+ MJ

e+ Vez —¢2

M = g(e) = || log[
Poiche |c| < ¢ stimiamo facilmente
2
M<e log(g) . (2.84)

In conclusione, il problema (2.80) con i dati (2.81) non pud ammettere minimi Lips-
chitziani se M > ¢elog(2/¢). Si osservi che in questo esempio, a differenza di quanto
succedeva nell’Esempio 2.4, il bordo di Q e costituito da curve regolari. Si osservi
inoltre che dalla (2.84) si trova che 'estremo superiore dei valori di M per cui si ha
esistenza di minimi tende a zero col tendere di ¢ a zero. Questo ¢ in pieno accordo con
quanto visto nell’Esempio 2.4, che ¢ il caso limite ¢ — 0* di questo esempio.
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3. SPAZI DI SOBOLEV SU APERTI REGOLARI

In questa sezione approfondiamo lo studio degli spazi di Sobolev W'?((Q) al caso
in cui l'aperto ) goda di una certa regolarita.

3.1. Aperti regolari e diffeomorfismi. Dati due aperti (; e J,, diciamo che ® €
CH(Qy;),) & un diffeomorfismo fra Q; ed (), se @ & biettiva fra Q; e (), con inversa di
classe C! e con

sup [V@| < oo, inf]®>0, sup|VOP <o, inf]d!>0,
Q Q Q, (@)}

dove JP(x) = |det VD(x)| & lo Jacobiano di ®. Lo Jacobiano di ® compare nella formula
di cambiamento di variabili

= d .
E= | o, @)

valida per ogni insieme Boreliano E C €),. Un semplice ragionamento di approssi-
mazione e sufficiente a dedurre da (3.1) che

f ¢= f (@) O, (32)
Q (05

per ogni funzione Boreliana g : €3, — [0, oo].

Se esiste un diffeomorfismo @ fra gli aperti {; ed €, ad esso si associa in modo
naturale un isomorfismo fra spazi di Banach ® : LP(();) — LP(()), 1 < p < oo ot-
tenuto ponendo @(u) = u o @ (nel caso p = oo si tratta banalmente di una isometria).
Osserviamo inanzitutto che @ e continua, in quanto

[l 0 Dllrpy) < C(O, Pllllirq,y, Yu € LP(). (3.3)

Infatti, grazie a (3.2), troviamo

p
|uod)|P:f |uo®|]q)5_ 1 f|u|p_
N o JO infq, /@ o)

Chiaramente data v € LF((),) abbiamo ®@~!'(v) = v o ®! e una stima analoga alla (3.3).
Il diffeomorfismo ® induce un isomorfismo anche fra gli spazi W,

Lemma 3.1. Sia ® un diffeomorfismo fra gli aperti Oy ed Q,. Per ogni u € W'#(Q,) abbiamo
allora u o ® € W'"(Q);), con

V(u o @) = (VO) (Vu o D), (3.4)
llu o ||y < Cllullray) (3.5)
IV(e 0 D)|rry) < ClIVUllry) , (3.6)

per una costante C dipendente unicamente da @ e da p. Inoltre, se u € Wé’p (), allora
o ®e Wi ().
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B,

- ‘
\_/

FiGure 8. Un aperto & regolare se, in corrispondenza di ogni punto del suo
bordo, esso & localmente diffeomorfo ad una semipalla (zona in grigio) e il suo
bordo e localmente diffeomorfo ad un disco (1 — 1)-dimensionale (linee in gras-

setto).

Dimostrazione: Abbiamo gia visto che uo® € [F(Q;). Siaora T = (V®)T(Vuo®), abbiamo
T € L’(Q4;R") con || Tl < ClIVullipq,) in quanto

sup,, |VO|
f TP < 2P, 71 IVulp. (3.7)
Q] 11’1le ]q) Q2

Per provare (3.4) (da cui (3.6) segue immediatamente) ci basta dunque provare che

f (Uo®) Vo = —f eT, VpeCl(h).
Q] Q]
Sia {uy}lhen C C(Q),) tale che uy, — u in W#(C),). Allora
o ® Ve =— | @(VO)' (Vu,o®), Ve C().
Q] Ql
Inoltre da (3.3) segue immediatamente che u, o ® — u o ®@ in [7(£);) e, similmente, che
(VD) (Vi o®) — Tin LP(Q;R"). Infineu € Wé’p (Q) implica uo® € W(l)’p (Q) in quanto
@ e un diffeomorfismo. O
Diremo che I'aperto Q di R” & un aperto regolare se per ogni x € JQ esistonor >0 e

un diffeomorfismo @ fra B,(x) e B tale che

®(B*) = B,(x) N Q,

®(B*) = B,(x) N dQ).
Abbiamo qui introdotto la notazione B = {x € R" : |x| < 1} per indicare la palla unitaria
centrata nell’origine, e, introducendo le coordinate x = (x’, x,) € R xR per il generico
punto x € R”, abbiamo introdotto gli insiemi

Bf={xeB:x,>0}, B ={x€eB:x,<0}, B'={xeB:x,=0}.

Evidentemente, se () & un aperto regolare, allora JQ) & una varieta (n — 1)-dimensionale
di classe C'. Tuttavia la condizione di regolarita contiene anche informazioni di natura
diversa.
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Esempio 3.1. Consideriamo l'insieme aperto Q = {x € B : |x| # 1/2}. Allora JQ =
(dB) U (dB1)2) € una varieta (n — 1)-dimensionale analitica, ma €2 non ¢ regolare: se Q
fosse regolare, dato x con |x| = 1/2, I'aperto disconnesso €2 N B,(x) dovrebbe risultare,
per un qualche r > 0, diffeomorfo all’aperto connesso B*.

3.2. Teoremi di estensione, approssimazione e compattezza su aperti regolari. Il
risultato fondamentale sugli aperti regolari & dato dal seguente teorema di estensione.

Teorema 3.2. Sia ) un aperto regolare e limitato, e sia p € [1,00). Allora esiste un operatore
E : WP(Q) — WP(IR") tale che, per ogni u € W#(Q),

Eu=uq.o. in Q) (3.8)
Eullwipwny < Cllullwirqy , (3.9)
dove C é una costante dipendente unicamente da p ed Q.

La dimostrazione del Teorema 3.2 si basa sul Lemma 3.1 e sul seguente lemma
di estensione per riflessione, che corrisponde al Teorema 3.2 nel caso ) = B* (si noti
che B* non & un aperto regolare solamente per via delle singolarita nei punti {x : x, =
0,[x'| = 1}). Indichiamo con S : R" — IR" la riflessione rispetto al piano {x, = 0}, i.e.
S(x) = (x', —x,) per ogni x € R".

Lemma 3.3. Sia u € W'(B*) e definiamo v : B — R ponendo
v=1pu+1p-(uoS).
Allorav e WY (B),v =usuB*e
Wollray < 2Mullrgsy,  IVUllre) < 2/IVullees -
Inoltre, se spt(u) e contenuto in B* UB* = {x : |x| <1,x, > 0}, allorav € W(l)’p(B).

E’ conveniente introdurre 1'ulteriore notazione Vu = (V'u, d,u) per distinguere fra
le derivate parziali deboli nelle prime (1 — 1)-direzioni e fra quella nella direzione di
riflessione x;,.

Dimostrazione: Introduciamo il campo vettoriale T : B — R" definito da
T=13,Vu+13-(V'uoS,-0d,ucSs).

Ci bastera dimostrare che T ¢ il gradiente debole di v in B, i.e. che

fUV(p:—f(pT, Yo € CZ(B),
B B

per concludere la dimostrazione del lemma. A tal fine & conveniente dividere la verifica
in due parti e indicare con r € (0, 1) un raggio tale che risulti spt CC B,.
Passo uno: Dimostriamo che

va’q): —fgoT’. (3.10)
B B
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1 fr(s)

Iniziamo osservando che, grazie a (3.2) e al fattoche [S=1e S =S,

va’(p = qu’(p+f(u05)V’(p
B B+ B-

= f uV'o + f u(V'poS) = f uV(p+@oS). (3.11)
B+ B+ B+
Consideriamo ¢ : B — R definitada i) = ¢ + ¢ o 5, i.e. poniamo
Y(x) = (&', x,) + p(x', —x,), x€B.
Evidentemente ¢ € C*(B) e inoltre
spti CC B,,

ma in generale ¢ ¢ C°(B*), in quanto ¢(x’,0) = 2¢(x’,0) e ¢ potrebbe non annullarsi
su {x, = 0}. Per ovviare al problema consideriamo una successione di funzioni f; €
C*(IR;[0,1]) tali che fi(s) = 1ses > (1/k), fi(s) = 0ses < (1/2k) e

1 1
<

|fk,(s)|SCk/ ﬁ—SSEI

come in figura. Le funzioni ¢, : B — R definite dalla formula

Yr(x) = fr(xn)ip(x),

sono di classe C*® e soddisfano
1
Xy, = — ¢ Nb,.
sptiy C {x X Zk} B
Dunque ¢ € C°(B"), quindi
f uV'y = — U V'u. (3.12)
B+ B+

Poiche V' (x) = fi(x,)V'P(x) e fi(s) = 1,0)(s) per k — oo, per convergenza dominata
da (3.11) e (3.12) troviamo

va’go =—lim | ¢V'u= —f YV'u.
B k—00 Bt B+

Cambiando variabili troviamo che

YyVu= | (p+@oS)V'u= | oVu+ | ¢VuoS= f(pT’ ,
B+ B+ B+ B B
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e deduciamo la validita di (3.10).

fv&nq): —fgoTn. (3.13)
B B

Con un ragionamento analogo a quello che portava a (3.11) si osserva che

fvan(p:f uo,C,
B B+

dove C : B — R e definitacome C=¢p — @ o §, ie.

Passo due: Dimostriamo che

C(x) = (', x,) —(x’, —x,), x€B.

Si osservi che sptC cC B\ B, e che ((x’,0) = 0, tuttavia cid non garantisce, in generale,
che risulti C € C(B*). Introduciamo allora le funzioni modificate i : B* — R definite
dalla formula

Ce(x) = fie(xn)C(x) .

La (3.13) sara allora dimostrata provando che

lim 1o Ck—f ud,C,

k—co Jp+
%1m Cdu = f Codqu.

La seconda equazione segue ancora per convergenza dominata. Riguardo la prima
relazione osserviamo che

InCr(x) = f(xn)C(x) + fic(xn)dnC(x),

e dunque ci bastera dimostrare che

lim [ ()£ (6)C()dx = 0

Bt

Da C(x’,0) = 0 segue |C(x", x,)| < K|x,| per una qualche costante K > 0, quindi tenendo
presente che f/ = 0 fuori dall’intervallo (0, 1/k), concludiamo che

<Ck f [u|K|x,| < CKf lul — 0,
{xeB*:0<x,<(1/K)} {xeB*:0<x,<(1/K)}

in quanto u € L'(B*). Cio conclude la dimostrazione di (3.13).

fuwﬂmxmw

Bt

Passo tre: Osserviamo infine che se spt(u) € contenuto in B* UB*, allora esiste r € (0, 1)
tale che spt(u) C {x : [x| < r,x, > 0}. In particolare, spt(v) C B,, e quindi v € Wé’p (B). La
dimostrazione del lemma e completa. |
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Dimostrazione del Teorema 3.2: Passo uno: Dato x € dB, consideriamo r > 0 e il diffeomor-
fismo @ fra B e B,(x) tale che

®(B*)=B,(x) N Q, DO(B)=B,(x)NIQ,

dato dalla definizione di aperto regolare. Dimostriamo l’esistenza di un’operatore
E, : WY (B,(x) N Q) — W' (B,(x)) tale che

E.u =u g.0. in B,(x) N Q); (3.14)

|Exullwirs, ) < Cllullwies,@na) , (3.15)
dove C & una costante dipendente unicamente da ®. Sia dunque u € W'#(B,(x) N Q).
Per il Lemma 3.1, risulta u o ®~! € W'?(B*) con

lu o @@y < Cllullp@,wna), V0 @@ rey < ClIVUll@,@nars -
Estendiamo per riflessione u o @' a B: infatti, per il Lemma 3.3, la funzione v =
1pu o @' +1p-(u 0o ®! o S) soddisfa v € W(B),conv =uo®!inB*e
ollr@) < Cllullre,mrq),  IVOllr@ry < ClIVUllr@mnar -
Infine, definiamo E,u = v o ®. Ancora per il Lemma 3.1, risulta E,u € W'?(B,(x)) e vale
la (3.15), in quanto
IExullipy < Cllullp@.oney ,  IVE)p@ry < ClIVUlly@.0noRr?) -

Infine, da ®(B*) = B,(x) N (), segue immediatamente (3.14).

Osserviamo poi che se € C(B,(x)) e u € WP(QNB,(x)), allora E,(Cu) € Wé’p (B,(x)).
Infatti spt(Cu) & contenuto in B,(x) N (Q2NJQ), quindi, per le proprieta di diffeomorfismo
di @, spt((Cu) o @) e contenuto in B* U B*. Come spiegato nel Lemma 3.3, I'estensione
per riflessione v di (Cu) o @ apparterra a Wé’p(B), e quindi avremo E,(Cu) = vo @71 €
Wé’p (B/(x)) come conseguenza del Lemma 3.1.

Passo due: Per ognix € dQ indichiamo adesso conr(x)ilraggio dato dalla definizione

di aperto regolare. Poiche Q ¢ limitato, dQ) & compatto e quindi troviamo {x}} ; € 9Q

tali che, posto 7 = r(xx) e (x = B(xy, 1¢), la famiglia di aperti {Qk}kN: | sia un ricoprimento
finito di dQ (e in realtad, di un (min;<<y ri)-intorno di 9Q). Poiche Q & compatto,
troviamo un aperto )y ben contenuto in Q) tale che {Qk}ll{\]: 0 risulti un ricoprimento
aperto finito di Q, cui subordiniamo la partizione dell'unita {Ck}kN: o €. G € C(CY) con
0<(:<1le

N —_—
ch(x):l, VreQ.
k=0

Se 1 <k < N, grazie al passo uno, esiste un operatore E; : W#(Q, N Q) — W#(C)) tale
che Eiv=vqo0.inQ;NQe

1,
”EkU”WW(Qk) < C||U||w1,n(0kng) , Ex(Go) € Wo p(Qk),

per ogni v € W7(Q N Q).
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Sia infine u € W'#(QQ). Chiaramente Cou € W(l)’p(Qo) C WP(IR") e allo stesso tempo,

come osservato, avremo Ei(Ciu) € Wé’p (Q)) € WH(R") se 1 < k < N. Andremo allora a
definire E : W'7(Q) - W'?(IR") ponendo

N
Eu = Cou+ ) Ex(Gar).
k=1

Per la proprieta di partizione dell'unita, segue facilmente che Eu = u q.o. in Q. Inoltre
N

IElygrsey < ICotthmnoqrny + Y ICettllyrooyny -
k=1

Risultando
ICottllwrrry < ClICollwreoweyllllwrrqy »
ICkttllwrrune) < ClICkIwro@mllellwir @y ,

e interpretando le norme W' delle {; come costanti dipendenti da Q concludiamo la
dimostrazione di (3.9) e del teorema. O

Concludiamo osservando che l'operatore di estensione E ha in realta valori in
W(l)’p (€Y) per I'aperto limitato ()" definito dalla relazione

N
Q:gm.

In realta si puo fare di pitt:
Corollario 3.4. Sia Q un aperto regolare limitato, e supponiamo € ben contenuto in un aperto
Q) assegnato. Allora esiste E : W'#(Q) — Wé’p (CY) tale che
Eu=ugq.o. in ) (3.16)
lEwllwirqry < Cllullwirgy . (3.17)
dove C e una costante dipendente unicamente da p, Q) ed ().
Dimostrazione: Nel passo uno della dimostrazione del Teorema 3.2 basta restringere il

raggio r della palla considerata nella costruzione di E,, x € dQ, in modo che risulti
B,(x) cc (Y, e corrispondentemente comporre @ con una dilatazione opportuna. O

Il Teorema di estensione provato nella precedente sezione permette di dimostrare
una serie di risultati caratteristici degli spazi di Sobolev su domini regolari. Iniziamo
col seguente teorema di approssimazione, che migliora il Teorema di Meyers-Serrin.

Teorema 3.5. Sia Q un aperto regolare e limitato, e sia p € [1,0). Per ogni u € W'#(Q) esiste
una successione {uy}en C C(R) tale che u, — u in W7(Q).

Dimostrazione: Sia E : W'?(Q) — W'(R") I'operatore di estensione costruito nel Teo-
rema 3.2 e sia u € W"(Q). Poiche Eu € W'(R"), dal Lemma 2.20 troviamo una
successione {u}en € C(IR") tale che |luy, — Eullyipgesy — 0. Concludiamo in quanto
Eu =uqg.0.in Q. |
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Come conseguenza dei risultati dei Teoremi di Morrey e Sobolev abbiamo poi che
se u € W'7(Q) con Q aperto regolare limitato, allora

lill e ) < 1, p, Dlltllwiny, el <p<n,
[ulla) < C(n, g, Dllullwingy, sel<g<oo,
lullL=) < Cn, p, Dllullwry, sep>n.
Bastera infatti applicare i risultati della sezione 2.7 a Eu € W!?(R"). Ragionando
similmente possiamo dimostrare un importante criterio di compattezza per successioni

limitate in W'#(Q), Q regolare, del tutto analogo a quello provato in Wé’p di un aperto
generico.

Teorema 3.6 (Teorema di compattezza). Sia Q un aperto regolare e limitato di R", n > 2,
sia p € [1, ) e sia g tale che valga la (2.61). Sia {uy}en una successione in W(Q), tale che

sup ”uh”WLP(Q) =M< o,
heN

Allora esistono u € L1(Q) ed h(k) — oo tali che
Uppy — U in LQ(Q) .
Inoltre, se p > 1, risulta u € W'#(Q) e Vg — Vu in LF(Q).

Dimostrazione del Teorema 3.6: Passo uno: Sia )’ un aperto limitato tale che Q risulti ben
contenuto in ()’ e sia E : W'"7(Q) — Wé’p (Q)’) 'operatore di estensione costruito nel
Corollario 3.4. Allora la successione {Eu}nen C W(l)’p(Q’) e nelle ipotesi del Teorema
2.26. In particolare esiste una sottosuccessione {Eu) }ren €d esiste v € Wé’p(Q’) tale che
Euygy — v in LI(Q). Poiche Euyg) = upg q.0. in Q, abbiamo provato che ug — u in
LI(Q).

Passo due: Sia ora p > 1. Poiche Vuy, e limitata in LF(€);R"), a patto di estrarre
un’ulteriore sottosuccessione, possiamo assumere che esista T € LF(€);IR") tale che

Vi — T debolmente in LP(€); IR"), i.e.

limf(quh(k):f(pT, Yo e C2(Q).
Q Q

k—c0
Passando al limite in fQ @V = — fQ uyg Ve troviamo dunque che u ammette T come
gradiente debole in Q, i.e. u € WP(Q) e Vuyg — Vu in LF(Q). O

3.3. Disuguaglianze di Poincaré. Come dimostrato nel Lemma 2.6, se una funzione
u € W7(R") soddisfa Vu = 0 su IR, allora essa & constante, in particolare deve neces-
sariamente essere u = 0 su R". Il teorema di Morrey e la disuguaglianza di Sobolev
possono essere visti come versioni quantitative di questo fatto, in quanto mettono in
relazione la grandezza della funzione (cioe la sua distanza dalla costante zero) con la
norma LP(IR") del suo gradiente. La disuguaglianza di Poincaré fornisce un analogo
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strumento su domini regolari. Per un aperto di misura finita €3, indichiamo con (u)q la

media diu € L1(Q) su Q, i.e.
(u)q = fu(x)dx.
Q

Teorema 3.7 (Disuguaglianze di Poincaré). Sia Q) un aperto regolare, connesso e limitato, e
sinl <p < co. Allora

lu — Wallrq) < Cn, p, DIIVullrq), (3.18)
per ogni u € W'#(Q).

Dimostrazione: Supponiamo che la (3.18) sia falsa. Esisterebbe allora una successione
di funzioni u, € W'(Q) tali che

[ — (ui)allro =1, 111_{510 IVugllrirny = 0.
Posto v = uy — (uy)q risulta allora v, € W(Q) con
()a =0, vl =1, 111_)1110 VOl yrey = 0.

In particolare [[vg||yir) € limitata, quindi per il Teorema 3.6 esiste v € [F(Q) tale che
vr — vin LP(Q), e in particolare (vx)q — (v)q. Dunque

ol =1, (©@a=0. (3.19)

Osserviamo d’altra parte che v € W'#(Q) (il che non & garantito, in generale, dal
Teorema 3.6 nel caso p = 1) con Vv = 0 su Q. Infatti se ¢ € CZ(Q), poiche vy — v in
LF(Q) e Vo — 0in LP(Q; R"), abbiamo

f oVp =lim | % Ve = —lim f Vo =0,
Q k—oo o k—oo )

i.e. 0 e il gradiente debole di v in Q). Essendo Q) connesso, dal Lemma 2.6, esiste c € R
tale che v = ¢ q.o. in Q. Poiche (v)q = 0 deve essere ¢ = 0, ma allora |[v||;) = 0 contro
la (3.19). O

Possiamo sempre combinare la disuguaglianza (3.18) con i risultati della sezione
2.7 per ottenere un controllo piu forte di u — (u)q. A titolo di esempio consideriamo il
caso 1 <p <n:

Lemma 3.8 (Disuguaglianza di Sobolev-Poincaré). Sia Q aperto regolare connesso e limitato
diR", n>2,esial <p<mn. Allora

|1 — (“)Q||Lp*(g) < C(n, p, Q)HVMHU?(Q) ’ (3.20)

per ogni u € W#(Q).



75

Dimostrazione: Si considera l'operatore di estensione E di (), e si applica la disug-
uaglianza di Sobolev all’estensione di v = u — (1), per trovare

ol ey < IE0llr @y < CO1 IVED gy < Clt, p, Dlolwiny - (B:21)

Per la diguaglianza di Poincaré (3.20), poiche (v)q = 0, troviamo |[v||rq) < IVl @),
e dunque [|9||y1r) < 2[[VO||rq). Combinando questa stima con (3.21) si perviene alla
(3.20). O

Nello studio della regolarita dei problemi variazionali risulta utile la seguente
variante della disugaglianza di Poincaré (o, se vogliamo, della disuguaglianza di Faber-
Krahn).

Teorema 3.9. Sia Q) aperto regolare connesso e limitato di R", n > 2, esia 1 < p < n. Allora
”u”LP*(Q) < C(n, p, Q)||Vu||LP(Q;1Rn) ’ (3.22)

per ogni u € W(Q) tale che risulti

u>0, [xeQ:ulx) >0}< |22| (3.23)

Dimostrazione: Grazie ad un ragionamento analogo a quello fatto nel passo due della
dimostrazione del Teorema 3.7 ci bastera provare che

luller ) < C(n, p, DNIVuller ey, (3.24)

per ogni u € W'?(Q) soddisfacente le (3.23). Poniamo per brevita {u > 0} = {x € Q :
u(x) > 0}. Se la (3.24) non fosse valida esisterebbe una successione {u},en € WH(Q)

tale che
u, >0, Hu,>0} < |7 fluhl” =1, hm f Vu,|P =

Grazie al Teorema di compattezza e allo stesso ragionamento fatto nel passo uno
della dimostrazione del Teorema 3.7, a meno di estrarre una sotto-successione che
non indichiamo, potremmo allora trovare u € W'?(Q) con

u>0, flul”zl, Vu =0in Q.
Q

Per connessione di €}, dal Lemma 2.6, esiste ¢ > 0 tale che u = c g.0. in Q). Tuttavia

Q
—hmflu uh|>1 |u|>cu
O\{u;,>0} 2

e quindi ¢ = 0, contro il fatto che fQ lulf = 1. O

La dipendenza dal dominio Q delle costanti C(n, p,(2) trovate nei Teoremi 3.7 e
3.9 si puo in qualche modo rendere piu esplicita tramite dimostrazioni dirette, e non
per contraddizione, di queste disuguaglianze. Non tratteremo queste dimostrazioni nel
corso. Tuttavia nel caso in cui () sia una palla si puo facilmente esplicitare la dipendenza
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della costante dal raggio. Pit precisamente, sia u € W'?(B,(x)) e sia v € W'#(B) definita
ponendo v(z) = u(x + rz). Allora (v)gp = (1),

f|0 — ()sl" = Tnf | — ()", fleV’ N Vn+pf IVulP.
B By (x) B B,(x)

Se dunque C(n,p, B) = C(n,p) & una costante per cui la (3.18) risulti valida in W'?(B),
troveremo che

|1 — (u)x,r”U’(B,(x)) < C(n, P) r ”Vu”LV(B,(x)) ’ (3.25)
per ogni u € W'#(B,(x)). Similmente, la (3.20) prende la forma

It = ) rllp* 5,y < COL PV Ul B, (3.26)
per ogni u € W'(B,(x)), 1 < p < n. Poiche inoltre [{u > 0}| = "|[{v > 0}|, dalla (3.22) per
Q = B concludiamo che

eallpx g,y < CO1 PV UllLr (s, o)) 5 (3.27)

per ogni u € W'?(B,(x)) tale che u > 0 e |{z € B,(x) : u(z) > 0} < |B,(x)|/2.
3.4. Valori al bordo ed operatore di traccia. In questa sezione discuteremo in che
modo per le funzioni di Sobolev su un aperto regolare limitato si possa parlare di valori

assunti al bordo dell’aperto. Se Q2 & un aperto regolare limitato, allora il suo bordo JQ
& una varieta di classe C!, e in particolare risulta valido il Teorema della divergenza

f u(T-vo)dH" = f T-Vu+udiv T, (3.28)
2Q Q

per ogni u € C'(Q) e T € C'(Q; R"). Data u € W'?(Q) il “valore al bordo” di u in Q &
allora individuato come 'unico elemento di L”(dQ2) che renda valida la (3.28) per ogni
T € CH{Q; RY).
Teorema 3.10. Sia Q) un aperto regolare e limitato, e sia p € [1, o). Esiste un operatore lineare
Tr : WY7(Q) — LP(dQ) con le seguenti proprieta:

(a) Tr e continuo, i.e.

ITe@)llro0) < Cllullwirq) , (3.29)
per una costante C dipendente unicamente da p e da C);
(b) per ogni T € C'(Q; R") risulta

f Tr(u) (T - vo)dH" ™ = f T-Vu+udiv T,
2Q

Q

0, equivalentemente, per ogni ¢ € C! (ﬁ),

f Tr(u) pvodH" ' = f uVo + o Vu; (3.30)
9Q Q

(c) se u € CY(Q) allora Tr(u)(x) = u(x) per H"1-q.0. x € 0Q.

Alla dimostrazione del teorema premettiamo una semplice conseguenza della
definizione di dominio regolare.
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Lemma 3.11. Sia Q un aperto regolare e limitato. Allora,
(1) esiste T € C°(R"; R") tale che
T(x) =va(x), perognix € dC);
(2) per ogni 6 > 0 esiste Ts € CZ(IR"; R") tale che

max|Ts —vg| <6.
20

Dimostrazione: Passo uno: Dato x € d(), consideriamo il diffeomorfismo ® fra B e B,(x)
dato dalla definizione di aperto regolare. Poiche ® e un diffeomorfismo fra B* e QNB,(x)
che porta B* C dB* in B,(x) N dQ € J(Q N B,(x)), e poiche —e, € la normale esterna a B*
su B, la normale esterna ad Q) in ®(z), z € B*, soddisfa la formula

(VO ()" [—eal

(VO @) [-eall

Consideriamo allora il campo vettoriale T, € C°(B,(x); R") definito da

_ (VO (D(y))) [~en]
(VO (@(y)) [-eddl
esso soddisfa per costruzione Ty(y) = va(y) per ogni y € B,(x) N JQ.

Per compattezza di dQ) troviamo ora dei punti {x;}}’, C d€, dei raggi r; > 0, e dei
diffeomorfismi @ fra B e B(xy, r¢) con ®(B*) = B(xy, 1) N Q, ®(B*) = B(xy, rr) N JQ, tali
che JQ sia ricoperto da {B(x, rk)}kN: ,- Corrispondentemente, troviamo G € C°(B(xx, 1))
talecherisultiO < (; <1le Z,il Cr = 1 su dQ. Posto allora

N
T= ;Cka,

dove T} = T,,, concludiamo la dimostrazione di (1).

vo(P(2)) =

T.(y) y € B,(x),

Passo due: Consideriamo 1’e-regolarizzato T, del campo T. Poiche T e continuo a
supporto compatto, T, € CZ(IR";R") converge uniformemente a T in IR". In particolare,
a patto di prendere ¢ = (), si puo realizzare la condizione max,q [T, — val < 0. O

Dimostrazione del Teorema 3.10: Passo uno: Dimostriamo che, per ogni u € C1(Q), risulta

lullraa) < Cllullwirq) , (3.31)

dove C & una costante dipendente da p e da Q). Sia 6 > 0 tale che il campo T relativo

ad Q costruito nel Lemma 3.11 soddisfi

. 1
minTs-vg > —.
9Q 2

Allora dal dal teorema della divergenza (3.28) troviamo che, se u € C! (Q), u>0,

1 f u d?‘[n_l < f u (Tg) : VQ) d?‘[n_l
2 2Q 0Q

fVu-Tb+udiV Ts
Q
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< rrl}{a}x{lT(sl + IVTo”f

u+|Vu| = Cf u+ |Vul. (3.32)
Q Q

Sia adesso f.(s) = (Vs2 + €2 — ¢)’, s € R, allora f, € C'(R) con

[ PSP, Vs 0,
tyiren={ 7R

Se dunque u € CcY(Q), possiamo applicare (3.32) a f. o u e passare al limite per ¢ — 0%,
trovando cosi

lulp dH" ! < Cf [ulf + |ufP~'|Vu| < Cf [ulP + |Vul’,
Q Q

2Q

dovenell’ultimo passaggio si ¢ aumentatoil valore di C e si e applicata la disuguaglianza
di Young ab < (a% /p) + (b” /p’). Cid dimostra la validita di (3.31).

Passo due: Sia u € W*(Q) e consideriamo una successione {u,len € CHQ) tale
che u, — u in W'(Q). Dalla (3.31) segue immediatamente che le restrizioni delle
uy a dQ) costituiscono una successione di Cauchy in LF(dQ). Per completezza, esiste
dunque una funzione Tr(u) € LP(dQ)), che soddisfa automaticamente la (3.29). Questa
costruzione definisce un operatore Tr : W'#(Q) — LF(dQ) in quanto dal Teorema 3.5
possiamo sempre trovare una successione {u},en C C! Q) approssimante u in W'7(Q);
inoltre, data un’altra successione {vj,}yen C CH(Q) che approssimi 1 in W?(Q) avremo,
sempre da (3.31),

i = onllraq) < C(Q, pPlun — vnllwirq) — 0.
Dunque Tr(u) & univocamente determinato in L/(JQ) a partire solamente da u, e non
dalla particolare successione in C'(Q) utilizzata per approssimare .

Passo tre: La (b) segue passando al limite nella (3.28) lungo una successione {1, }yen C

CY(Q) convergente ad u in W?(Q). La proprieta (c) segue facilmente dalla costruzione
di Tr. O

Nella seguente proposizione si presenta una stima in qualche modo complementare
alla (3.29).

Proposizione 3.12. Sia Q aperto limitato regolare, e sia p € [1,00). Allora per ogni u €
W (Q),

lllry < C(lulleay + IVully @), (3.33)

per una costante C dipendente unicamente da n, p ed Q.

Dimostrazione: Grazie al Teorema 3.5 e alla continuita dell’operatore di traccia espressa
dalla (3.29), bastera dimostrare che, per ogni u € C!(Q), risulti

f |u|f’sc( lufPdH"" + f IVuI”), (3.34)
Q 2Q Q



79

dove C sia una costante dipendente unicamente da n, p ed Q. A tal fine consideriamo
inanzitutto v € C'(Q), v > 0. Se R > 0 & tale che Q C Bg e poniamo T(x) = x, dal teorema

della divergenza troviamo
fvdiv(x):—f(x-Vv)+f v(x - vq)
Q Q 90

nfv
0
f|x||V0|+ Ix[odH™ !
Q 90
R(f |Vv|+f vd?—("‘l).
Q 20

Data quindi u € C'(QQ) applichiamo questa disuguaglianza a v = f, o u dove f.(s) =
(Vs? + €2 — ¢)f. Passando al limite per ¢ — 0 e ragionando come nella dimostrazione
del passo uno del Teorema 3.10 troviamo allora

flul” < B( lulPdH"1 +pf |u|”‘1|Vu|) , (3.35)
Q n\Joa o)

per ogni 1 € C'(Q). Se p = 1 questa & la (3.34) e abbiamo concluso. Se invece p > 1,
applichiamo la disuguaglianza di Young ab < (a”/p) + (b” /p’) scegliendo

[Vl
a=—,

IN

IA

b=cluf™, >0,

e trovando quindi dalla (3.35)

f [ulf < B( uPdH"" + (p — 1)e¥’ f lulP + 1 f IVuI”) ,
0 n\Jso 0 el Ja
Rip-1) ,
(1— v )e”) f lufp < B( f |u|i’dw"—1+l f IVuI”). (3.36)
n 0 n\Jso e Ja

Scegliamo ¢ = ¢(n, p, Q2) in modo che risulti

R(p-1)
n

i.e.

1

7

e =
per trovare infine la (3.34). O
Dimostriamo adesso che, se Q) & un aperto regolare limitato, allora
W,P(Q) = {u € W(Q) : Tr(u) = 0}.

Teorema 3.13. Sia Q un aperto regolare limitato e sia u € WP(Q) per p € [1,00). Allora
ue Wé’p (Q) se e soltanto se Tr(u) = 0.

Dimostrazione: Seu € Wé’p(Q) abbiamobanalmente Tr(u1) = 0, in quanto dall’esistenza di
{unhen C C2(Q) tale che uy, — uin W#(Q) abbiamo immediatamente 0 = Tr(u;,) — Tr(u)
in LF(dQ), i.e. Tr(u) = 0. L'implicazione opposta & invece pit1 delicata.
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Passo uno: Sia u € WY(Q) con Tr(u) = 0. Per il Teorema 3.5 esiste {u}ren € C¥(Q)
tale che u, — u in W'?(Q). Per continuita dell’operatore di traccia abbiamo

lu,PdH"' - 0.
90

Vogliamo trovare {v),},en € C°(Q) tale che
%im [un — onllwirq) = 0.

In realta ci bastera richiedere v, € C}((Q), per poi passare alle ¢;-regolarizzate delle
funzioni vy, trovate per un’opportuna successione ¢, tendente a zero.

Passo due: Grazie alla definizione di aperto regolare e all’'usuale ragionamento
basato sulle partizioni dell’unita, possiamo direttamente considerare la seguente situ-
azione. Sono dati x € dQ, r > 0, u € W(Q N B,(x)) con spt(u) C B, (x) N Q per un
qualche 7 € (0,7), e con essi una successione {1 }yen C C* (5 N B,(x)) convergente ad u
in W'7(Q N B,(x)) e tale che

lim luPdH"" =0,
h—=co B (x)noQ
spt(u;) € QN By (x).
Vogliamo trovare {vy}yen € CL(B,(x) N Q) tale che ||uy, — Unllwir s,y — 0-
Sia dunque @ ¢ il diffeorfismo fra B e B,(x) dato dalla definizione di aperto regolare,
avremo che {uy, o ®}en C Cl(ﬁ) soddisfa, per un’opportuno s € (0, 1),

upod® —-uod in WW(BY),
lim f |y o OPAH" =0,
—00 B,{,
spt(up o @) C {z : |z] < s}.
Grazie a questa osservazione ci bastera dunque risolvere il problema enunciato nel
seguente passo della dimostrazione.
Passo tre: Siano u € W'(B*) e {u;},en © C'(B*) tali che, per un qualche s € (0,1),
risulti
u, > u in  WWYW(B"),
lim lun (2, 0)Pdz’ =0,
h—oo B*
spt(uy) C iz : |z| < s},

Vogliamo costruire {v;},en € CH(BY) tale che

%g]élo ||1/lh - 'Uh”wl/p(BJr) =0. (337)
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Consideriamo delle funzioni f, € C*(R; [0, 1]) tali che fi,(s) = 1 se s > 20, fu(s) = 0 se
s<ope

, C
JHOIES 5 Oop <5 <20y,

per una successione 0, — 0" da determinare in seguito, e poniamo v,(z) = f,(z,)un(z).
Chiaramente v, € C}(B*), rimane dunque da dimostrare la (3.37). Banalmente

1/p 1/p
( f luty — vhv’) ( f |uh|P)
B+ B+N{z, <26y}

1/p
(f |u|p) + [l — ullr@) (3.38)
B+ N[z, <25,

e dunque |[u, —vy||r»+) — 0. Consideriamo allora la differenza dei gradienti, e stimiamo

IA

IA

1/p 1/p
<

1/p
(f Vi, — V0h|p) (f | fn(z0) Vun(z) — Vuh(z)lf’dz) + ( |f;:(zn)|p|uh(z)|pdz)
B+ B+ B+

Sfruttando il fatto Vu, — Vu in LV e ragionando come in (3.38) troviamo allora

1/p
hlim Vi, — Vol @+ rey < 1i£n inf (f |f}:(zn)|r’|uh(z)|r’dz) .
—00 —00 B+

Concludiamo la dimostrazione del teorema provando che

%imf |fy )P lun(z)fPdz = 0. (3.39)
—oo Jp+
Chiaramente,
, C
fener < 5 [ (2P dz. (3.40)
B+ 0, JBn(0<z,<20,)

Poiche u;, € C'(B*), per ogni z € B* abbiamo
1/p

lun(2)| < (2, 0)] + f [Vu(z', H)ldt < |uy(z’, 0))P +|zn|””'( f IVuh(Z’,t)I”dt) ,
0 0

da cui
lun(2)lP < C(Iuh(Z',O)I” + |z, /P! f Vi, (', t)l”dt) -
0

Integrando su B* N {0 < z, < 26} troviamo quindi

(264) 2
f lup(z)lPdz < 20, f lup (2, 0)Pdz’ + ~—2= f dz’ f IVu,(z, HFdt,
B*N{0<z, <25} B* p B 0

che, combinata con (3.40) porta a

1
f PP dz < C| —— f un(, Oz’ + f Vu(2)Pdz]|
B+ & Jp B+N{0<2, <25}

h
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Basta dunque scegliere una successione 6, che vada a zero cosi lentamente da avere

lim Lf luy(z’,0)Pdz" =0,
h—co 52_1 B

per cosi trovare la (3.39) e concludere la dimostrazione del teorema. O

3.5. Minimizzazione in Sobolev e minimizzazione in C'. Nelle situazioni in cui en-
trambi le formulazioni risultino possibili, ambientando il problema di Dirichlet nello
spazio di Sobolev W'#(Q) invece che in C!(Q) abbiamo in generale allargato la classe di
competizione del problema. In linea di principio, cosi facendo potremmo aver diminu-
ito il valore dell’estremo inferiore. Il seguente teorema indica delle condizioni generali
in cui questo fenomeno si puo escludere.

Teorema 3.14. Sia QO un aperto regolare e limitato di R". Sia f : R" — R una funzione
convessa tale che, per opportune costantip > 1 e C > 0, risulti

p
% ~C<f(E) <CA+|EP), VEeR". (3.41)
Infine, sia uy € C1(Q) e consideriamo i problemi di Dirichlet
m = inf{f f(Vu) 1 u e W(Q), Tr(u) = Tr(uo)} , (3.42)
o)
m = inf{f f(Vu):ue CYQ),u = uysu 8Q} . (3.43)
o)

Risulta allora m = m’.

Dimostrazione: Grazie al punto (c) del Teorema 3.10 abbiamo immediatamente m’ > m.
Sia ora u € W(Q) con Tr(u) = Tr(1y) un minimo per il problema variazionale (3.42).
Dal Teorema 3.13 esiste una successione v, € CX(Q) tale che v, — u — 1y in W7(Q).
Quindi uy, = vy, + up € CY(Q), u, — uin W(Q) e, per q.o0. x € Q, abbiamo

CA + Vup()F) = f(Vup(x)) = C(A + Vu(x)l’) = f(Vu(x)),

dove C(1 + [£)F) — f(&) € una funzione continua non negativa su R". Dal Lemma di
Fatou,

IN

f C +|VulP) = f(Vu) lim inff CQ + [VuulP) = f(Vuy)
o) o}

h—oc0

fC(l+|Vu|”)+liminf—ff(Vuh),
0 h—c0 Q

i.e., poiche u;, = 1y su JQ,

m' < limsupff(Vuh) < ff(Vu) =m,
0 Q

h—o0

come desiderato. |
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4. REGOLARITA’ DEI MINIMI

Nei precedenti capitoli abbiamo introdotto gli spazi di Sobolev al fine di dimostrare
I'esistenza di minimi in alcuni problemi variazionali. Abbiamo inoltre dimostrato
che, almeno sotto opportune ipotesi, I’allargamento della classe di competizione dalle
funzioni lisce alle funzioni di Sobolev non fa decrescere il valore dell’estremo inferiore
del problema di minimo considerato. Sappiamo tuttavia che la mera appartenenza
ad una classe di Sobolev e una condizione di regolarita molto debole. Ad esempio,
come illustrato con gli opportuni esempi, le funzioni di W'*(QQ) per Q aperto di R?,
che e lo spazio di esistenza per i minimi dell'integrale di Dirichlet, possono essere
non localmente limitate. Tali degenerazioni non sono in realta compatibili con la
minimalita, e lo scopo di quest’ultimo capitolo sara appunto quello di sviluppare i
risultati fondamentali della teoria di regolarita. Consideriamo al solito un funzionale
variazionale del tipo

F(u) = fQ F(Vu),

per f : R" — [0,00) convessa. Come visto, in ipotesi di sufficente regolarita, una
funzione u che minimizzi F rispetto al proprio dato al bordo soddisfa I'equazione di
Eulero-Lagrange

div(Vf(Vu)) =0 in Q.

Derivando formalmente tale equazione rispetto alla direzione i-esima, ponendo v = d;u,
e tenendo conto del fatto che d;div = div d;, troviamo dunque che

div(V2f(Vu)Vo) =0  in Q.

Sotto ipotesi di uniforme convessita della funzione f, questa equazione puo vedersi
come un’equazione ellittica per v, associata al campo di matrici A = V?f(Vu). La teo-
ria della regolarita che discuteremo in queste dispense si articolera allora in due fasi.
Nella prima fase dimostreremo che i minimi trovati nel capitolo precedente posseggono
derivate seconde distribuzionali, le quali soddisfano in senso debole 1’equazione ellit-
tica definita da A = V2f(Vu). Nella seconda fase studieremo le proprieta di regolarita
di soluzioni deboli v di equazioni ellittiche del tipo div (AVv) = 0. Combinando questi
risultati perverremo infine a risultati di derivabilita classica per i minimi di F.

Notazione: Nel seguito lavoreremo come al solito in un aperto O C IR". Denoteremo
con d(x) = dist(x, Q) la distanza dal bordo di Q e porremmo 4(Q)’) = inf{d(x) : x € )’}
per O’ C Q.

4.1. Equazioni ellittiche per le derivate dei minimi. In questa sezione dimostreremo
l'esistenza di derivate seconde distribuzionali per i minimi di un funzionale uniforme-
mente convesso soddisfacenti opportune equazioni ellittiche in forma di divergenza.



84

4.1.1. Equazioni ellittiche in forma di divergenza. Consideriamo un campo limitato di
matrici simmetriche e semidefinite positive

AeL®(QRY),

m

e denotiamo con A la norma L™ di A, di modo che risulti
|A(X)[7, o]l < Altllal, (4.1)

per ogni 7,0 € R" e per g.o. x € Q. Diciamo che u € W,lo’cz(Q) risolve la forma debole
dell’equazione ellittica in forma di divergenza div (AVu) = 0 se risulta

f AlVu, Vol =0, Vo eC3(Q). (4.2)
Q

Si osservi come la limitatezza di A permetta di dedurre automaticamente la validita di
(4.2) per ogni ¢ € Wé'z(Q). Data 1y € W'(QQ) vogliamo inanzitutto stabilire un risultato
di esistenza di soluzioni per I'equazione (4.2) in u, + Wé’z(Q). Faremo cio vedendo (4.2)
come l'equazione di Eulero-Lagrange del funzionale

F(u) = ‘fQ f(x, Vu(x))dx = fQ A(x)[Vu(x), Vu(x)]dx,

e dimostrandol’esistenza di minimi per F su uy+ Wé'z(Q). Per ottenere questo risultato di
esistenza e cruciale assumere I'uniforme ellitticita del campo dimatrici A, i.e. 'esistenza
di una costante A > 0 tale che risulti

AT, ] > A, (4.3)
per ogni T € R" e per q.o. x € Q.

Teorema 4.1. Se ) e un aperto limitato, se A € L*(CQ; Ry ) soddisfa (4.1) e (4.3), e se

sym,

Uy € Wé’Z(Q), allora il problema variazionale

m= inf{ f A[Vu,Vul : u € up + Wé'Z(Q)} , (4.4)
Q

ammette un"unico minimo u, che soddisfa I'equazione ellittica (4.2). Viceversa, se u € uy +
Wé'z(Q) risolve I'equazione ellittica (4.2) allora u é un minimo per il problema variazionale
4.4).

Osservazione 4.1. L'ipotesi di ellitticita uniforme e necessaria ad ottenere un tale risul-
tato di esistenza. Ad esempio nel caso n = 1 si consideri il problema variazionale

1
m = inf {F(u) L1 € ug + W((0, 1))} , F(u) = f xCu' (x)*dx,
0

dove a > 0 e up(x) = x, x € R. Affermiamo che se @ > 1 allora non esistono minimi
in questo problema, in quanto m = 0 ma F(u) > 0 per ogni u € uy € Wé’z((O, 1)). Per
verificare la prima affermazione consideriamo infatti la successione

[ hx, xe(0,h7),
”h(x)‘{1, xe ().
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Allora uy, € ug + W(l)’z((O, 1)) con

1/ h
F(uy) = f X*W? dx = -0
0

1-a

1+a !

per h — oo. D’altra parte se F(u) = 0 allora dal Lemma 2.6 la u deve essere costante.
Tuttavia non esiste nessuna costante ¢ € R tale che risulti c + ug € Wé’z((O, 1)).

Dimostrazione del Teorema 4.1: Passo uno: Sia u € ug + Wé’Z(Q). Date ¢ € Wé'z(Q) eteR
per bi-linerita abbiamo

F(u + tg) = F(u) + 2t f A[Vu, Vol + *F(¢). (4.5)
0
Osserviamo che F(¢) > 0in quanto A(x) € R7 | per q.o. x € Q. Pertanto u € un minimo

di (4.4) se e soltanto se fQA[Vu, Vo] = 0 per ogni ¢ € Wé’z(Q), i.e. se e soltanto se u

risolve (4.2) in uy + W(l)’z(Q). Assumiamo ora l'uniforme ellitticita (4.3), e dimostriamo
che se u e v sono minimi di (4.4) allora u = v g.o. in Q. Infatti, applicando la (4.5) a
@ = v —u troviamo che

m < F(u + t(v — u)) = F(u) + *F(v — u) = O(t), VteR.

Dovendo essere ®(0) = ®(1) = m, grazie alla (4.3) troviamo dunque
0:F(U—u)2)\f|V(v—u)|Z.
Q
Poiche v —u € W(l)’z(Q) dalla (2.57) troviamo quindi u = v q.0. su Q.

Passo due: Rimane dunque da dimostrare 'esistenza di un minimo in (4.4) sotto
I'ipotesi di uniforme ellitticita (4.3). Sia infatti {uy,}yen C (1o + W(l)’z(Q)) una successione
minimizzante in (4.4). Dalla (4.3) troviamo

F(ug) > m = %im F(up) > Alimsup Vi) .
—00 h—o0 Q

Poiche A > 0 deduciamo quindi che {Vu}uen € limitata in L*(Q2; R"). Per il Lemma 2.30

esiste quindi u € (up + W(l)’z(Q)) tale che, a meno di estrarre sottosuccessioni, u;, — u in
L2(QQ) e Vu, — Vu in L>(Q). Dimostrando che

fA[Vu,Vu] SliininffA[Vuh,Vuh]. (4.6)
Q - Jo

e applicando il metodo diretto dimostriamo quindi che # & un minimo in (4.4). Infatti
grazie a (4.3) e per simmetria di A abbiamo

0 < fA[V(u —uy), V(u —up)] (4.7)
o)

= fA[Vu,Vu]+fA[Vuh,Vuh]—ZIA[Vu,Vuh]-
0 Q 0

Poiche A[Vu, Vuy,] = (AVu) - (Vuy) con AVu € L2(Q; R") e Vuy, — Vu in L*(Q; R"), risulta
fQ AlVu, Vu,| — fQ A[Vu, Vu] e quindi la (4.7) implica la (4.6), come desiderato. O
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4.1.2. Disuguaglianza di Caccioppoli e Teorema dei rapporti incrementali. In questa sezione
introduciamo due strumenti fondamentali nello studio della regolarita delle soluzioni
di equazioni ellittiche in forma di divergenza. Il primo strumento é la disuguaglianza
di Caccioppoli, anche nota come disuguaglianza di Poincaré inversa.

Lemma 4.2 (Disuguaglianza di Caccioppoli). Se A € L*(CQ; R7Y ) soddisfa (4.1) e (4.3),
eseu € W}O’CZ(Q) risolve

[ A ve1=o0, vpecr@, (4.5)
Q
allora vale la stima A/
IVul* < uf*, (4.9)
fBr(x) R-r)? Br(x)

perogni x € 3,0 <r < R < d(x) = dist(x, Q).

Osservazione 4.2. Se u risolve (4.8) allora u — t risolve (4.8) per ogni t € R. Inoltre,

inf{f lu—t?:te ]R} = f lu — () g, (4.10)
Br(x) B (x)

e dunque la (4.9) si migliora nella

C(A/A) 2
[Vul? < lu— (u)rl*, 4.11
\L;,(x) (R —r)? Br(x) (W)sx ( )

da confrontarsi con la disuguaglianza di Poincaré (3.25) per p = 2.

Dimostrazione del Lemma 4.2: Fissati x,7 ed R come nell’enunciato, consideriamo una
funzione cut-off C fra B,(x) e Br(x), i.e.

CeCoBI0 1], C=1suB,(), VO<o—

La funzione ¢ = C*u appartiene a W'*(Q)) ed ha supporto compatto. Per densita si
verifica allora che é lecito testare la (4.8) con questa scelta di ¢. Si trova facilmente

A f CVul? < f CCA[Vu,Vu] = - f A[Vu,2u V(]
Q Q Q

1/2 1/2
< 2AfC|Vu|u|VC| SZA(f CZIVulz) (f uZIVClz) .
Q Q Q

Tenendo conto delle proprieta di C si deduce che
C(A/A
f IVul? < (A/ Z lul?, (4.12)
B, (R =1 Jpecons,
da cui (4.9) segue immediatamente. O

Il secondo strumento che andiamo ad introdurre collega l'esistenza di derivate
distribuzionali alle proprieta di limitatezza uniforme dei rapporti incrementali. Dati
un aperto Q) e i # 0 consideriamo nel seguito 1’aperto

Q,={xeQ:dx) > |hl}, d(x) = dist(x, 9QY).
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1

Date u € L, (Q)e 7 € 5" definiamo una funzione t,u € L; _

tale di passo & nella direzione 7 di u, ponendo

u(x + ht) — u(x)
h 7

Con un semplice cambiamento di variabili troviamo la formula di Gauss-Green discreta

furhv:fm_hu,
Q Q

che ¢ valida per |h| sufficientemente piccolo non appena una fra u,v € L; (Q) abbia
supporto compattamente contenuto in Q e risulti limitata.

(), il rapporto incremen-

Tpu(x) = xe Q.

Teorema 4.3 (Teorema dei rapporti incrementali). Siap € (1, o), Q un aperto limitato.
(I) Se u € W'P(Q) allora t,u € LP(QY,) con
ITnutllr ) < IVUullr@)

perognit € S"eh # 0.
(I) Sia u € LF(Q) tale che, per ogni €’ ben contenuto in Q, risulti

C(QY) = limsup sup ||Tpullr ) < o0. (4.13)
[H—0  tesn-1

Allora u € Wllof (Q), Tyt = Vu - 7 fortemente in L} () e
IVullpy < C(QY).

Dimostrazione. Passo uno: Dimostriamo la parte (I). Si pud considerare direttamente il
caso u € C*(Q) N W#(Q). In questo caso, per ogni x € (),

I
Tpu(x) = % f Vu(x + st) - tds,
0

fdx(ﬁf |Vu(x+57)|ds)
o} 0
1 h
fdxﬁf |Vu(x+ST)|”ds§fqu(x)l”dx,
o} 0 o)

Passo due: Dimostriamo la parte (I) dell’enunciato. Dato t € §"!, in virtu della
(4.13) e per il criterio di compattezza debole in L?, troviamo una successione i — 0 ed
una funzione g € L} (Q) tali che 7,,u — g in L} (Q). Se ¢ € CX(QY), allora 1,0 — Vo - T
uniformemente in R" per || — 0. Pertanto troviamo

- . dp
LW—%EE}, Lmk“)@—,}gg— fQ W(Tp) = - fQ us-,

cioé g e la derivata debole nella direzione 7 di u. Pertanto u € Wllo’f (Q) e vale la stima
desiderata per la norma L7 del gradiente. Fissiamo ora ()’ ben contenuto in Q, e

e quindi

IA

f |Tpu(x)|Pdx
Qy

IA

come desiderato.
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prendiamo () ben contenuto in Q) tale che )" C (Q)”),. Presa una qualunque funzione
v € C2(Q), per |h| sufficientemente piccolo, abbiamo

tu—Vu-t=1,u-v)+(tpo-Vo-1)+ V(v —-u) -1,
in ogni punto di ()’. Utilizzando la stima provata in (I) si ha allora
lThu — Vu - Ty < 201V = )l + It = Vo - Tl -
Poiche 7,v converge uniformemente a Vv - 7 su ()’ risulta
hlllhll S:)lp lThu = Vu - ||y < 2IV(u = 0)llary,

col membro di destra che puo essere reso arbitrariamente piccolo scegliendo opportu-
namente v € C°(Q2) in quanto, come abbiamo gia dimostrato, u € Wllo’f(Q). O

4.1.3. Regolarita delle soluzioni delle equazioni ellittiche a coefficienti costanti. In questa
sezione dimostriamo la regolarita C* delle soluzioni di un’equazione ellittica a coeffici-
enti costanti. Questo risultato verra stabilito combinando le disuguaglianze di Sobolev
e Morrey con la disuguaglianza di Caccioppoli e con la tecnica dei rapporti incremen-
tali. Ricordiamo che se A € R{7l | allora esistono due costanti positive A < A tali che

AlT? < Alz, t] e |A[T, 0]l < Altlln| per ogni 7,1 € R™.

Teorema 4.4 (Equazioni ellittiche a coefficienti costanti). Sin A € R | e siau € Wllo’cz(Q)
tale che risulti

fA[Vu, Vo] =0, Yo € C(Q)). (4.14)
0
Allorau € Wfo’f(Q) per ogni k € N con
C(k, A/A) 2
VEu> < —-—_~ lul?, (4.15)
\L;,(x) (R—r)* Br(®)

per ogni x € 3,0 < r < R < d(x). In particolare, u € C*(Q).

Dimostrazione. Testiamo (4.14) su una generica ¢ € CX(Q) e sulla funzione 1 € C°(Q)
definita da ¢(x) = g(x — h1), per T € S"! fissato. Sottraendo le due equazioni risultanti
si trova che

fA[V(Thu), Vpl=0, Ve eCr(Q), (4.16)
o)

per ogni T € §"! ed |h| sufficientemente piccolo. In particolare anche 7,u soddisfa la
disuguaglianza di Caccioppoli. Siano x € Q, 0 < r < R < d(x) e definiamo {r}}_, in

modo che
R-r

3
Per il Teorema dei rapporti incrementali, parte (I), e grazie alla disuguaglianza di
Caccioppoli (applicata ad u e a Tju), troviamo che

C(A/A) » _ C(A/A) 2
V(T)* < |Tpuf* < [Vl
f&(x) () R=12 5,0 "~ R=12Jp

ro=r<r<r<r3=R, 1ty —1=
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CAm (e

(R=r) Br(x)
Tenendo conto del fatto che V(7,u) = 7,(Vu), per il Teorema dei rapporti incrementali,
parte (II), troviamo u € W,ZO’CZ(Q) con

C(A/A
f v < SO/ z jul?,
B, (x) (R =1)* Jpe)

e 1,(Vu) — V(du/dt) fortemente in leoc(Q)' Passando dunque al limite in (4.16) si
vede che v = du/dt & una soluzione di (4.30), cioe le derivate direzionali di u sono
soluzioni della stessa equazione ellittica a coefficienti costanti risolta da u. Iterando
allora l’argomento si dimostra che u € Wfo’f(Q) per ogni k € IN, e che vale la (4.15). In
particolare, u € C*(Q)) per le disuguaglianze di Sobolev e Morrey. m|

4.1.4. Equazioni ellittiche per il gradiente di un minimo. Dimostriamo adesso che le
derivate direzionali di un minimo soddisfano opportune equazioni ellittiche in forma

di divergenza. Ricordiamo che f € C*(IR") & convessa se e solo V*f(£) € Rl | per ogni

& € R™. Diremo che f € C*(IR") & uniformemente convessa se esiste A > 0 tale che risulti
V2f(E)lr, 1] 2 Al
perogni &, T € R

Teorema4.5. Sia f € C*(R") uniformemente convessa con V2 f limitato su R", sia u € Wllo'cz(Q)
tale che risulti

fo(Vu) V=0, VYVpeC(Q), (4.17)
0
e si definisca A € L (C; RFZY ) ponendo

A(x) = V2 f(Vu(x)), xeQ.
Allorau € WIZO'CZ(Q) e dato T € S"! la derivata debole di u nella direzione T,

ou
v—g—(Vu)-T,

é soluzione dell’equazione ellitica in forma debole associata ad A, i.e.
f A[Vo, Vo] =0, Vo € WiA(Q). (4.18)
Q

Dimostrazione: Siano 7 € S"! e (O cC Q. Data ¢ € CX(Q') e posto P(x) = ¢(x — h1),
per |k < hy = dist(CY', dQ) risulta ¢ € CZ(Q). Testando la (4.20) su ¢ e i e cambiando
variabili si trova allora che

f Vf(Vu(x + ht)) = Vf(Vu(x))
Q

p -Vo(x)dx =0.

Poiche f € C3(R") per ogni x € )’ abbiamo

VFf(Vu(x + ht)) = Vf(Vu(x)) 1

Y d
2 = . ‘fo a(Vf(tVu(x + ht) + (1 — t)Vu(x)))dt
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= A0 TiVu(x)

dove si e posto

1
Ap(x) = I} V2 f(tVu(x + ht) + (1 = H)Vu(x))dt,
Vu(x + ht) — Vu(x)

7, Vu(x) = p = V(t,u)(x).
Dunque, se |h| < hy, allora 7,u soddisfa
fAT,h[V(Thu), Vpl =0, VYepeCr(Y). (4.19)
Q

Le matrici A, definiscono delle equazioni ellittiche, in quanto A, € L*(€Y’; ]R;l;n’}, ,) con
|Aznl < Ain (Y e con

A& El 2 AEP, VYxeQ),EeR™.

Un semplice ragionamento di densita dimostra inoltre che (4.19) e valida per ogni
Q€ Wé’z(Q’). Siano ora x € O’ e r > 0 tali che 0 < 3r < d(x) = dist(x,0dQ). Per la
disuguaglianza di Caccioppoli e per il Teorema dei rapporti incrementali, parte (I),
abbiamo che se |h| < 7,

C(A/A C(A/A
f IV(tu)* < ( 2/ ) |Tul> < ( 2/ ) IVul?.
B, (x) 4 Ba,(x) r Bs,(x)

Consideriamo dunque il ricoprimento aperto di £}’ definito da

{B,(x) : x€Q,0<3r<dx)}.

Per compattezza esiste ()” cC Q (I'insieme ()" sara dato da un unione finita di palle
del tipo Bs,(x) con x € ()’ e 3r < d(x)) tale che risulti

V(TP < C(AJA, Q) | IVul,
% Q"

Poiche V(t,u) = 1,(Vu), da questa stima e dal Teorema dei rapporti incrementali, parte
(II), segue che Vi € W(Q) (i.e., u € W(Q)), con

V(tuu) = (V2u)t = Vo,

fortemente in leo Q). Poiche A, = A q.0. in Q con max{|A.;|, |Al} < A, non & difficile
passare a limite in (4.19) e verificare di conseguenza la validita di (4.18). O

Il Teorema 4.5 si applica essenzialmente ai soli funzionali in crescita quadratica.
Tuttavia, nel caso si stiano studiando dei minimi Lipschitziani come quelli trovati
nel Teorema 2.18, possiamo facilmente adattare il ragionamento precedente al fine di
studiare classi pitt ampie di funzionali. A tal fine introduciamo la seguente definizione.
Diremo che f € C3(R") & localmente uniformemente convessa se per ogni R > 0 esiste
A(R) > 0 tale che risulti

V2f(Olr, Tl = AR,

per ogni & € Br e per ogni 7 € R".
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Teorema 4.6. Sia f € C*(R") localmente uniformemente convessa, sia u € Lip(Q) tale che
risulti

f Vi(Vu)-Vo =0, VopeCr(Q), (4.20)
0
e si definisca A € L= (CQ; RI" | ) ponendo

sym,
A(x) = V2 f(Vu(x)), xeQ.
Allorau € leo'cz(Q) ed ogni derivata direzionale v di u é soluzione dell’equazione ellittica (4.18).

Dimostrazione: Si ragiona come nella dimostrazione del Teorema 4.5. Si osservi che il
campo di matrici A = V2f(Vu) soddisfa le condizioni (4.1) e (4.3) (nonostante adesso
f sia solo localmente uniformemente convessa e V*f sia soltanto localmente limitato)
proprio in virtti della limitatezza di Vu. m|

Esempio 4.1. Consideriamo il funzionale dell’area, corrispondente all’integrando
f(&) = V1 +[&P%, & € R". In questo caso
(1+[EPId —E®¢&

1+ Ry 7
Pertanto se |&| < R, tenendo presente che (7 - £)* < |E[[?,

1 N2 _ (. )2 2

(1 +[EP)*2 (1 +[E)32

per A(R) = (1 + R*)™/2. In particolare i minimi Lipschitziani del funzionale dell’area in

un aperto () appartengono automaticamente a WIZO'CZ(Q).

VAf(£) =

EeR".

V()T 1]

4.2. Equazioni ellittiche a coefficienti holderiani. In virtu dei Teoremi 4.5 e 4.6 siamo
ora interessati a studiare la regolarita di soluzioni per equazioni ellittiche del tipo
div (AVu) = 0 per A soddisfacente (4.1) e (4.3). Abbiamo visto come il caso in cui A
risulti costante segua facilmente dai Teoremi di Morrey e Sobolev, dalla disuguaglianza
di Caccioppoli e dal teorema dei rapporti incrementali. Estenderemo inizialmente
questo risultato al caso in cui il campo di matrici A sia holderiano.

4.2.1. Oscillazione media ed holderianita. Studiamo qui un criterio dovuto a Campanato
che caratterizza la proprieta di holderianita di una funzione in termini della velocita di
decadimento della sua oscillazione media. Date u € LZC(Q), x € Qer <d(x) definiamo
l'oscillazione in media LF di u su B,(x)

1 1/p
o =% [ w-wur)
By (x)

Dal teorema dei punti di Lebesgue, per q.o. x € Q risulta w,(x,7) — 0 quando r — 0.
Lemma 4.7. Se u € L], (Q), allora per q.0. x € Q abbiamo

ylgg} wp(x,7) = 0.
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Dimostrazione: Poiche [u — g € L, (Q) per ogni g € Q, ragionando come nella di-
mostrazione del Teorema dei punti di Lebesgue troviamo subito che esiste E C () tale
che|E|=0eperognixe Q\E

1/p
lim (JC lu — u(x)l”) =0.
r—0+ B,(x)

Dalla disuguaglianza di Jensen, per ogni tale x risulta anche (u),, — u(x). Applicando
la disuguaglianza triangolare in L” si trova allora

1/p 1/p
(f m%mm)stf|wmm@ 1) = ()],
B,(x) B (x)

da cui segue la tesi. |
Sel<p<oo,ac(0,1],Q cc Qeu e COY)allora si vede facilmente che
wy(x,1) < C(n, p)[ulaor®, Yxe Q' ,re(0,dQ)).

Il criterio di Campanato assicura che, viceversa, se la velocita del decadimento a zero
di w,(x, r) € quantificabile con una potenza r* per un certo « € (0, 1], allora la funzione
u & (equivalente ad una funzione) a-holderiana (Lipschitziana se @ = 1).

Teorema 4.8 (Criterio di Campanato). Datin > 2, p € [1, o), a € (0, 1] esiste una costante
C(n,p, a) con la seguente proprieta. Se u € L’IOOC(Q), QY cc Q, ed esistono due costanti positive
K ed Ry tali che risulti Ry < d(Q)')

wy(x, 1) < Kr?, Yxe Q' ,re(0,Ry), (4.21)
allora esiste u € CO*(QY) tale chet = u q.0. in (' e
[t]oor < C(n,p, @) K.

Dimostrazione: Passo uno: Poiché Ry < d()’), per ogni v < R, possiamo definire una
funzione continua v, : ' — R ponendo v,(x) = (u),,, x € (. Iniziamo dimostrando
che se r < R < Ry allora

n/p
[v,(x) — vr(x)| < C(n, p)K(%) R%, Yxe Q). (4.22)
Integrando la disuguaglianza

[0,(x) = vR(F < 277 (()xr — @) + ()2 — u(2)F)

su z € B(x, r) troviamo infatti

wmmm—meszﬂﬁf WM—W+1‘|WM—W)
B(x,r) B(x,R)
< Zp—le (rn+ap + Rn+ap) < 2P KPR tap ,
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da cui la (4.22) segue immediatamente. Dato dunque r < Ry poniamo r, = 27¥r e
applichiamo la (4.22) ripetutamente per trovare, perx € X' e 0 < h <k,

k-1 k-1
|Urh(x) - Ui’k(x)l < Z |Urj+1 (x) - Urj(x)l < C(n/ p) K Z 2—aj . (4-23)
j=h j=h

In particolare {v,, }yen © una successione di Cauchy in C°(€Y). Pertanto esiste una
funzione u continua su €)' tale che risulti v,, — u uniformemente su (). Per il Teorema
dei punti di Lebesgue u = u q.o0. in ()’. Per arbitrarieta di ()’ si ¢ dunque provato che u
coincide q.0. con una funzione continua in 2. Osserviamo inoltre che scegliendo h = 0
e passando al limite k — oo, dalla (4.23) segue che

[u(x) = v(x)l < C(n, p, )K77,
per g.o. x € (¥, da cui troviamo la stima
[1(x) — v, (x)| < C(n, p, )K7*, (4.24)

per ogni x € (Y, che quantifica la convergenza uniforme delle v, a u in ().

Passo due: Siano adesso x, y € €)', poniamo r = |x — y|, e integriamo la stima

[0:) = 0, (P <27 (1) — u@P + (), — u@)P),
su z € B(x,r) N B(y, r). Posto x(n) = [BN (B +¢)| per e € S*!, risulta

k)Pl () = o ()P < 207 ( fB N+ fB ( )|<u>y,r—u|f’),
x,r y,r

da cui concludiamo
[0,() ~ 0] < Cu, K, 1=l (4.25)

Combiniamo la (4.25) con la (4.24) per dedurre che se x, y € ()’ sono punti di Lebesgue
di u allora

[u(x) —u(y)l < C(n, p, ¥)Klx — y|*.
O

Il criterio di Campanato puo essere riformulato in termini di una condizione di
decadimento della norma del gradiente su palle di raggio decrescente a zero.

Corollario 4.9 (Criterio di Morrey). Datin > 2, p € [1,00), a € (0, 1] esiste una costante
C(n, p, a) con la seguente proprieta. Seu € Wllof (Q), &) cc Q, ed esistono due costanti positive
K ed Ry tali che risulti Ry < d(€Y) e

1/p
1
(n—_ f |Vu|”) <Kr*, VYxeQ ,re(0,Ry), (4.26)
P Iy

allora esiste u € CO*(QY') tale cheu = u g.o. in QY e

[u]loor < C(n,p, ) K.
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Dimostrazione: Se x € ()’ ed r < R, per la disuguaglianza di Poincaré (3.25) e per la
(4.26) abbiamo

f = (), < Com)r” f IVulP < C(n)r? K" PP,
By (x)

B, (x)
La tesi segue dunque dal criterio di Campanato. m|

4.2.2. Stime di decadimento per equazioni a coefficienti costanti. Dimostriamo ora delle
stime di decadimento di tipo Campanato per le soluzioni delle equazioni ellittiche a
coefficienti costanti. Come vedremo, a partire da esse potremo provare delle stime
di decadimento appena pitt deboli nel caso delle equazioni ellittiche a coefficienti
holderiani.

Teorema 4.10 (Stime di decadimento). Nelle ipotesi del Teorema 4.4, per ognik € N, k > 0,

f VAU < C(n,A/A)(%) f Vuf? (4.27)
B, (x) Br(x)

n+2
f VEu — (V) P < C(n,A/A)(%) f V- (Vu)oP,  (428)
By (x) Br(x)

dovex € QQ,0 <r <R <d(x).

Dimostrazione. Poiche u e tutte le sue derivate risolvono la stessa equazione ellittica a
coefficienti costanti, basta considerare il caso k = 0 (V'u = u). Sia k = k(n) tale che W*?

si immerga in L*. Allora per ogni x € Qe 0 < r < d(x) abbiamo
1

2 2 2
_n B.(x) |u| S ||u||L°°(B,/(x)) S C(n)”ullwk,Z(Br(x)) .

Grazie a (4.15) abbiamo quindi

S wrscoanry [ e,

™ JBi Br()
per una qualche costante C dipendente dalle quantita indicate. Tramite riscalamento
(poiche i coefficienti dell’equazione sono costanti le riscalate di una soluzione sono
anch’esse soluzioni della stessa equazione ellittica) si vede che deve necessariamente
essere C(n, A/A,R) = C(n, A/A)R™", e si perviene quindi alla (4.27). Dimostriamo ora
(4.28). Applicando la disuguaglianza di Poincaré troviamo

f = () < P2 f Vi,
B,(x) By(x)

Applicando dunque la prima stima di decadimento a Vu

n+2
f = @, < Cln, AJA) f Vu.
B, (x) R Br+r)/2(%)

Infine, applicando la disuguaglianza di Caccioppoli ad u — (1), troviamo

rn+2
f = (), < Clt, AJA) f e = (1)l
B(x) Br(x)

Rn+2



95
come desiderato. O

4.2.3. Il Teorema di Schauder. Veniamo dunque a dimostrare un fondamentale risultato
riguardante le equazioni ellittiche a coefficenti holderiani. Nel seguito porremmo per
semplicita

Alx) - A
H=[Al,o= sup{M X,y €Q,x # y} p
v — yl*
cosicche risultera
|A(x) = A(y)| <Hlx - y*, VYx,ye€Q. (4.29)
Teorema 4.11 (Teorema di Schauder). Se A € CO*((); Rem) soddisfa (4.1) e (4.3) e se

ue Wllo’f(Q) e una soluzione dell’equazione ellittica in forma debole associata ad A, i.e.
fg AlVu, Vol =0, Yo e W (Q), (4.30)
allora esiste u € Cllo'f(Q) tale che u = u q.0. in Q. Inoltre per ogni (' CC Q risulta
[Vuleo < CliVullizay ,
dove la costante C dipende solamente dan, (', a, A, A e H.

Iniziamo col dimostrare delle stime di decadimento per la soluzione u che dif-
feriscono da quelle presentate nel Teorema 4.10 per la presenza di una perturbazione
controllata dall’holderianita di A.

Lemma 4.12. Nelle ipotesi del Teorema 4.11 su A ed u, dati x € Qe 0 <r < R < d(x), risulta

f VuP < G, {(1) +R2“} f Vil (4.31)
B,(x) R Bg(x)

dove Cy e una costante che dipende solamente dan, A, A e H.

Dimostrazione: Consideriamo la matrice simmetrica Ao = A(x) € R{j;; ,. Consideriamo

la soluzione vr dell’equazione ellittica a coefficienti costanti definita da A, in Bg(x) col
dato al bordo di u. Piu precisamente, sia vg 1'unica soluzione di

f AolVor, Vol =0, Vo € Wi(Br(x)), (4.32)
Q

tale che vg € u + Wé’z(B r(x)), ed introduciamo per brevita
WR=U—TVR € WS’Z(BR(x)).

Poiche u risolve (4.30) e poiche vy risolve (4.32), troviamo che wg soddisfa 'equazione
non omogenea a coefficienti costanti

f Aol Vg, Vo] = - f T-Vo, VpeWrB), (4.33)
Q 0
dove abbiamo introdotto un campo T € L*(Q; R") ponendo

T(y) = (A(y) - A)Vu(y), ye€Q.
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La decomposizione di u in Br(x) nella somma u = vg + wg € nota come decomposizione
di Korn. L’holderianita di A permette di verificare che wr soddisfa la stima

H 2
f |Vawg|? s(—) R* f IVul?. (4.34)
Br(x) A Br(x)

Infatti per (4.3) e (4.29), testando (4.33) con ¢ = wg troviamo immediatamente

/\f IVwRIZSf ITIIVwRISHR“f IVul[Vawg],
BR(x) BR(x) Br(x)

da cui (4.34) discende tramite la disuguaglianza di Holder. Per dimostrare la stima di
decadimento (4.31), osserviamo allora che, banalmente,

f Vu> < 2 f IVog|* + 2 f N (4.35)
By(x) By(x) B,(x)

Poiche vy risolve I’equazione a coefficienti costanti (4.32), dalla (4.27) abbiamo

f Vor < Cln A/ (%) f VorP
B,(¥) R Jpew

< Cin,AJA) (1) f Vil + f VgL (4.36)
R7 Jpeo) B, (x)

Combinando (4.35) e (4.36) con (4.34) si trova la (4.31). O

Presentiamo ora un lemma elementare, che permette di riassorbire il termine pertur-
bativo R** presente nella stima (4.31) peggiorando 1’esponente del termine di decadi-
mento (r/R)" (i.e. rimpiazzando (r/R)" con un termine piut grande del tipo (r/R)",
m < n), e a patto dilavorare al di sotto di una scala R sufficientemente piccola. L'utilizzo
di simili risultati & estremamente frequente nelle dimostrazioni di regolarita.

Lemma 4.13. Sianoa > 0,c; > 0ed > 0, esiano f,g: (0,d) — [0, 00) due funzioni crescenti
tali che g(0*) =0e

) <e {(%) ; g(r)} FR), 0<r<R<d. (4.37)

Per ogni b € (0,a) esistono dy € (0,d) e c; > 0, dipendentidaa, b, ¢, e g, ma indipendenti da f,
tali che risulti

b
Fr) < o (%) FR), 0<r<R<do. (4.38)
Dimostrazione. Sia c € (b,a), e scegliamo 7 € (0, 1) in modo che risulti
1 1/(a—c)
™ =2c7", ie. 1= (2_c1) . (4.39)

Nel seguito denoteremo con C(7) una generica costante dipendente esclusivamente da
7, quindi da ¢y, a e b (tramite c¢). Scegliamo dy < d tale che risulti g(dy) < 7*. Da (4.37)
deduciamo

f(tR) <1°f(R), 0<R<d,
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che iterata conduce a
f(T*R) < T f(R), kelN.
Dati r < R < d,, consideriamo k € N tale che 7**'R < r < t*R. Troviamo

f(r) < f(T'R) < T°f(R),
dove ,
1 /7Y r
<2 (1] <o
’ _TC(R) < @) R}’
e si conclude la dimostrazione del lemma. m|

Corollario 4.14. Nelle ipotesi del Teorema 4.11 su A ed u, dati Q) cC Q em < n, esistono due
costanti positive Ry < d(€Q)") e C,, dipendenti solamente dan, m, (Y, A, A, a e H, tali che

f |Vu|2sc2(1) f Vul, (4.40)
B.(x) R by

perognix € (Y er < R < Ry. In particolare esiste una funzione u € C°(Q) tale cheu € C?{;?(Q)
perogniy € (0,1)eu = u q.0. in L.

Dimostrazione: Grazie al Lemma 4.12, dato x € ()’ e posto f.(r) = fB ) |Vul> abbiamo

r

<G {(E) ; RZ"‘} £(R), r<R<dQ).

Grazie al Lemma 4.13 esistono dunque due costanti positive Ry e C; aventile dipendenze
indicate tali che risulti

£ <Co%) A(R), r<R<Ro,
da cui deduciamo la validita di (4.40). Da (4.40), posto C3 = C, R;™ troviamo poi
1 12
( — f |Vu|2) < G 221Gy 2y gy -
¥ B(x)

Per ogni y € (0,1) esiste m < n tale che risulti [m — (n —2)]/2 = 1 - [(n —m)/2] = y.
Concludiamo pertanto grazie al criterio di Morrey (Corollario 4.9). m|

Nel Corollario 4.14 abbiamo dunque dimostrato che una soluzione di un’equazione
ellittica a coefficienti a-holderiani & equivalente ad una funzione continua, e in realta
localmente y-hélderiana per ogni y € (0,1). Il Teorema di Schauder afferma in realta
che la u sia di classe C'*. Per pervenire a questo risultato dobbiamo affinare il nostro
ragionamento e produrre delle stime di decadimento per 'oscillazione media L? del
gradiente di u. In analogia col ragionamento appena esposto, iniziamo dimostrando
una stima di decadimento con perturbazione per 1'oscillazione media del gradiente.

Lemma 4.15. Nelle ipotesi del Teorema 4.11 su A ed u, siano dati (' CC Qem < n, esia R
la costante fornita dal Lemma 4.14. Esiste allora una costante Cy4, dipendente unicamente da n,
m, ', A, A, « e H, tale che risulti

n+2
f |w—(w)x,r|25c4{(%) f Vi = (Vi + R f |w|2}, (4.41)
B,(x) Br(x) ’
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per ogni x € () er < R < Ry.

Dimostrazione: Fissiamo x € ’. Per ogni R € (0,R() consideriamo nuovamente le
funzioni vg e wg relative ad A, u, x ed R, introdotte nella dimostrazione del Lemma
4.12. Osserviamo inanzitutto che in virtu del Corollario 4.14 possiamo migliorare la
stima (4.34), ottenendo

f [Vawg|* < Cy R*H™ f IVul*, VR <R,. (4.42)
Br(x) (0
Introduciamo adesso per brevita le funzioni
U(r) = f \Vu — (Vu),,*, r<d(x),
Br(x)
V)= [ No-(Volf, r<R<d),
Br(x)
Wk(r) = f IVw — (Vw),,l*, r<R<d(x).
B (x)

Poiche vy risolve 1'equazione a coefficienti costanti (4.32), essa soddisfa la stima di
decadimento (4.28). Denotando con C = C(n, A/A) la costante che appare in tale stima
troviamo pertanto

u(r)

IA

n+2
2Vr(r) + Wr(r)) < 2C (%) Vi(R) + 2Wk(R)

r n+2
2C (E) U(R) + 2 + C)W(R),

per ogni r < R. D’altra parte combinando la (4.10) con la (4.42) troviamo

IA

Wi(R) < f [Vwg|> < C4R™™ | |Vul?,
Bgr(x) (04

per ogni R € (0, Ry), che ci porta a concludere

n+2
U(r) < Cs {(%) U(R) + R+ f |Vu|2} , (4.43)
Ql
ser < R < Ry, che e la (4.41). O

Andiamo adesso a migliorare la (4.41) tramite un’opportuno lemma di iterazione,
atto ad eliminare il termine perturbativo R***™. Si osservi come il seguente lemma
contenga il Lemma 4.13 come un caso particolare.

Lemma 4.16. Sianoa >b > 0,¢c; >0,c,>0ed > 0,esia f : (0,d) — [0, o) una funzione
crescente tale che risulti

f(r) <o (ﬁ) FR)+ R, Vr<R<d. (4.44)
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Allora esiste una costante c3 > 0, dipendente da a, b, ¢, e §, ma indipendente da f e da c,, tale
che risulti

f(r)$c3{%+cz} P, V¥r<R<d. (4.45)

Dimostrazione. Siragiona come nel Lemma 4.13. Fissato c € (b, a) definiamo 7 € (0,1) in
modo che risulti

=1, (4.46)
Da (4.44) deduciamo adesso che per ogni R < d, si ha
f(TR) < T°f(R) + coRF,

stima che, iterata, conduce a

j=0

k-1
f(T'R) < T°f(R) + [ﬂ“)b Z(T“b))f] R

Dati r < R < d e definito k € N in modo che risulti 7**'R < r < 7*R, allora troviamo
f(r) < T f(R) + C(t)t*VPe,RY.

Esattamente come prima osserviamo che

1 (r\ r\e
<33 <oy

TS (R) <€ R

Inoltre abbiamo,
b
k-1)b 1ob r b _ b
T( )R S(ﬁ) R —C(T)T’ ’

e dunque concludiamo la dimostrazione del lemma. O

Siamo infine nella posizione di dimostrare il Teorema di Schauder.

Dimostrazione del Teorema 4.11: Dati Q' cC QQ e m < n, consideriamo la stima di decadi-
mento perturbata per 1'oscillazione media L? di Vu fornita nella (4.41). Applicando il
Lemma 4.16 dimostriamo l'esistenza di una costante positiva Cs dipendente solamente
dan,m,Q', A, A, a e H, tale che risulti

f IVu — (Vi) ,[> < Cs 72 | [Vul?, (4.47)
B,(x) Q

per ogni x € () er € (0,Ry). Dato € (0, @) possiamo sempre trovare m < n tale che

risulti
n—m
=X —
B 2

Corrispondentemente la (4.47) prende la forma

1/2
1
(—f Vu — (V”)x,r|2) < VG5 IVull 2 re .
Br(x)

1/71
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Per il criterio di Campanato risulta dunque che, a patto di modificare u su un insieme
di misura nulla, u € C#(C’) con

[Vulga < ColIVull2rirry ,

per una costante Cy dipendente da n, ()', A, A, a, p ed H. Dati x, y € (2, integrando la
stima

IVu(x)| < [Vu(y)l + CollVullzqirmlx = yl,

su y € (), troviamo allora che

QY| sup [Vu| < fIVuI+C6|Q’Idiam(Q’)ﬁIIVuIILz(Q,;IRn)
Ql ’

IA

{12 + Col€y'diam(Q)P} Va2 ey ey -

Consideriamo dunque questa stima con la scelta p = «/2 e applichiamo la disug-
uaglianza di Holder per dedurre che

sup |Vu| < C/l|Vullzv v , (4.48)
Q/

dove C; dipende unicamente da n, (), A, A, @ e H. In virtu della stima (4.48) la (4.34)
potra dunque migliorarsi non gia nella stima (4.42), ma nella stima piu forte

f |Vwg[* < Cg R¥**" f IVul?, (4.49)
Br(x) (o

valida per ogni R < Ry, dove l'esponente arbitrario m < n viene rimpiazzato da n. E’
immediato osservare come il ragionamento del Lemma 4.14 si possa dunque ripetere
con n al posto di m, portando adesso a stabilire tramite 1'utilizzo del Lemma 4.16 la
stima di decadimento

f Vi — (Vu), ,[* < Co r?*" f Vul?, (4.50)
B,(x) (o1

per Co dipendente unicamente da , ()’, A, A, @ e H. Applicando nuovamente il criterio
di Campanato troviamo quindi che u € C**(Q)’) con

[Vulo,or < Cio lIVullizyrry -

Si conclude cosi la dimostrazione del teorema. O

4.3. Equazioni ellittiche a coefficienti misurabili. Discutiamo infine la teoria della
regolarita per equazioni ellittiche del tipo div (AVu) = 0 nella sola ipotesi che A €
L= (C; R () soddisfi le (4.1) e (4.3).

sym
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4.3.1. ClassidiDe Giorgi. Ilteorema diregolarita di De Giorgi [7] permette di dimostrare
il carattere holderiano di ogni funzione soddisfacente un’opportuna variante della
disuguaglianza di Caccioppoli. Piu precisamente, la teoria di De Giorgi si occupa
di studiare quelle funzioni u € Wllo’f(Q) che, per un qualche y > 0, soddisfino le
disuguaglianze

Y 2
IVul? < (u—t) (4.51)
fE(t,r) (R—r)? E(tR)
)4 2
IVul? < (u—1) (4.52)
ﬁ(t,y) (R—r) F(t,R)

perognix € 3,0 <r <R <d(x),t € R, dove si e posto

Et,r)={u>t}NnB.(x), F(t,r)={u<t}NB,(x).
Denotiamo con DG, (Q) I'insieme di tali funzioni. E” utile osservare che u € DG, ((2) se e
solo se —u € DG, (Q). Il principale teorema che dimostreremo sara dunque il seguente:
Teorema 4.17 (Teorema di De Giorgi). Sen > 2 ey > 0 allora esiste o« = a(n, y) tale che per

ogni u € DG, (Q) esista 1t € C**(Q) con u = u q.0. in Q.

Per motivare il teorema cominciamo dimostrando che le soluzioni di un’equazione
ellittica a coefficienti limitati appartengono alla classe di De Giorgi.

Lemma 4.18. Sia A € L*(; R™") tale che valgano le (4.1) e (4.3), e sia u € Wllo'cz(Q) una
soluzione dell’equazione ellittica in forma debole associata ad A, i.e.

fA[Vu, Vo] =0, VopeCl(Q). (4.53)
Q

Allora u soddisfa (4.51) e (4.52) per y = (2A/ L)%

Dimostrazione. Siav = (u — t),, allorav € W}O’CZ(Q) con Vo = 1;,,4yVu. Sia 1 una funzione
cut-off fra B,(x) e Br(x), e testiamo 'equazione (4.53) con ¢ = Y*(u — t), = P*v (cio &
possibile tramite un ragionamento di approssimazione in quanto tale ¢, appartenente a

W'2(Q), ha supporto compattamente contenuto in Q). Poiche ¢ ha supporto in E(f, R),
troviamo allora

f A[Vu, ¢*Vu] = - f A[Vu, 2¢(u — V).
E(tR)

E(4,R)
Utilizzando l'ellitticita e la limitatezza di A, troviamo

A PV < 2A f (u — Y |Vul[ V)]

E(t,R) E(t,R)

1/2 1/2
< 2A ( f (u- t)2|w|2) ( ¢2|Vu|2) :
E(tR) E(tR)

Poiche 0 < ¢ <1, con ¢ = 1su B,(x) e [Vy| < C(R —r)7}, si conclude che

2AV  C
VP < (5°) (u— 172,
L(t,r) AJ (R=r)? E(tR)
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cioe la tesi. 0

4.3.2. Oscillazione essenziale ed holderianita. Datiu € Ly (€2), x € Q e r < d(x), denotiamo
gli estremi superiore ed inferiore essenziale di u in B,(x) con

M(x,r) = ess-supu, m(x,r)=ess-infu. (4.54)
B,(x) By(x)

L'oscillazione essenziale di # in B,(x) sara allora data da
w(x,r) = M(x,r) —m(x,r). (4.55)
In particolare se x, y € Q) sono punti di Lebesgue di u abbiamo sempre

sup m(x,r) < u(x) < inof M(x, ),
r>0 >

[u(x) — u(y)l < min{w(x, 2|x — yl), o(y, 2|x — y|)} . (4.56)
Passiamo ora a dimostrare due lemmi che saranno utilizzati in seguito.

Lemma 4.19 (Criterio di holderianita I). Se a € (0,1), u € Ly (Q), Q' cC Q ed esistono
due costanti positive K ed Ry tali che risulti Ry < d({)') e

w(x,r) < Kr®, (4.57)
per ogni x € () e r < Ry, allora esiste u € CO*(QY) tale cheti = u q.0. in QY e
[M]a,()’ <6K.

Dimostrazione. Per ¢ < Ry consideriamo u, € C*(€)’) la e-regolarizzata di u. Siano
x,y € () punti di Lebesgue di u. In virtu di (4.56) abbiamo sempre

[ue(x) — u(x)| < ( )ps(z)lu(x +z) —u(x)|dz < 2 Ke®.
B.(0
Pertanto, se [x — y| > ¢ allora
lue(x) — u:(y)| < lu(x) —u(y)l + 4Ke* <6 Klx —y|*.
Se invece [x — y| < ¢,
|ue(x) — ue(y)| < o pe(@)u(x +z) — u(y + z)ldz < 2Klx — y|*.

Poiche u, e continua ne dedu;:iamo che per ogni x,y € (Y,

|ue(x) = ue(y)l < 6 Klx — yI*.

Dunque le u, sono equi-Ho6lderiane. Sono anche equilimitate, risultando evidente-
mente sup,,, [u| < [[ull~q, ). Dunque esistono u € Co((Y) ed & — 0* taliche u,, > u
uniformemente su {)'. Poiche d’altra parte u,, (x) — u(x) in ogni punto di Lebesgue di
u, si & dimostrato che u = u q.o. in (). m|

Nella pratica, la verifica della condizione (4.57) viene effettuata tramite il seguente
lemma.
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Lemma 4.20 (Criterio di holderianita IT). Se u € L;? (Q2), )" cC Q ed esistono due costanti
positive n e Ry tali che n € (0,1), Ry < 4d((Y)e

w(x, 1) < (1 -nw(x,4r), (4.58)

per ogni x € (¥ e < r < Ry, allora esistono a = a(n)) € (0,1) e u € CO¥*(QY') tali che u = u q.o.
in Q. Inoltre,

||M||L°°(1R Q)

T < (C— 07
[u]a,Q = Rg 7
dove C dipende solamente da 1.

Dimostrazione. Fissiamo x € (). La funzione w(x, -) € crescente per r € (0, Rp). Se dunque
r € (Rg/4, Ry) e consideriamo un arbitrario a € (0, 1) troveremo che

w(x, 1) < w(x, Ro) < 2|l ry) < K17,
a patto di porre
_ 2l[ealle 1, ()
(Ro/4)~
Sia ora r € (0, Ry/4], e consideriamo k € IN tale che risulti 47 € (Ry/4, Ro). Per la (4.58) e

applicando il ragionamento precedente a 4*r, troviamo che

w(x,r) < (1 -nfw(x, 47) < K(1 - n) 4.

(4.59)

Imponendo su a la condizione

(1-m4"=1, ie. a=log, (ﬁ) ,
abbiamo dimostrato che
w(x,r) < Kr®,
per ogni r < Ry. La tesi segue allora applicando il Lemma 4.19. m|

4.3.3. Locale limitatezza delle funzioni della classe di De Giorgi. Il primo passo nella di-
mostrazione del Teorema 4.17 consiste nel dimostrare la locale limitatezza delle fun-
zioni in DG, (Q). 1l risultato ¢ basato sul seguente lemma che studia la situazione
localmente:

Lemma 4.21. Per ogniy > 0, n > 2, esiste una costante 6 € (0,1) con la sequente proprieta.
Siau € W}O’CZ(Q) tale che valga (4.51). Dati x € Q, v € (0,d(x)), sia t € R tale che

|[E(t,r)| < Or". (4.60)

1 1‘[
C==4|— (u—1)?,
2\/r”9 E(tr)

»
Elt+c¢, =) =0,
‘( Cz)‘

Posto allora

risulta
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Le.
ess-supu <t+c.
Br/Z(x)

II Lemma 4.21 ha come immediato corollario la limitatezza delle funzioni della
classe di De Giorgi.

Corollario 4.22. Se u € DG, (Q), y > 0, allora u € L} (Q), con

el B, o) <2 1|5 u?,
" Or" Jp,

per la costante O = O(n, y) del Lemma 4.21. In particolare
el B, 5 < C, )il (v -

Dimostrazione del Corollario 4.22: Verifichiamo che, per ogni x € Q ed r € (0, d(x)), esiste
t € R tale che (4.60) e valida. Infatti

f u® > P|E(t,1)|,
Br(x)

da cui il pitt piccolo valore di t per cui (4.60) risulta valida & dato da

1
t= 0 1/l2 .
0 Jp,

Per il Lemma 4.21 troviamo allora

ess-supu <t+c= ! u2+1 L (u—1t)?

Bot) "0 Jp, 2\ O Jen '

f (u—1)2< f u? + f 2 <2 f uz,
E(t,r) E(t,r) E(t,r) B, (x)

concludiamo che

Poiche

1
ess-supu <2 4 [— u?.
B,1(0) 0 Jp,
Poiche u € DG, (Q) abbiamo —u € DG, (Q). Applicando allora il precedente ragiona-

mento a —u troviamo

. 1
ess-infu > -2 — uz,
Byja(x) o B.(x)
e concludiamo la dimostrazione. m|

Dimostrazione del Lemma 4.21: Passo uno. Iniziamo dimostrando che, datix € Q,0 <r <
R < d(x), —00 <5 <t < 00, allora

(t—sy|E(t, )| < ﬁm(s,lz)ﬁ/" fE ( R)(u—s)z, (4.61)
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—1)? C 2/n RY
fE (m(u )y < R= 1) |E(s, R)| fE (SlR)(u s)*, (4.62)

per un’opportuna costante C = C(n, y).
Sia infatti C una funzione cut-off fra B,(x) € Briy2(x). Poiche {(u —s), € W*(R")
con spt[C(u —s).] C E(s, R), abbiamo

2/2
[Cu—s)* < |EGsRP" ( [C(u - S)+]2*)
R R

< CEGRE" [ N(@E-9.F,
Rn
in virtu della disuguaglianza di Sobolev. Osserviamo adesso che

V(T =) < 2 (VPRI = 8) P + 1oy CIVul) .

Tenendo conto delle proprieta di C ed utilizzando (4.51) troviamo

20, o\ 2 C Y
e -ap s s [ wesr,
C

CIVul < f IVul® < ; (u—s)?,
{1>s) E(s,(r+R)/2) (R-7) E@s,R)

Consideriamo che

f Cu-9.P2 [ -sP> [ @5
R" E(s,1)

E(t,r)

poiche
(u —s)*> > max {(t — s)?|E(t, 1), (u— t)z} ,

E(t,r) E(tr)
risulta dunque dimostrata la validita delle (4.61) e (4.62).
Passo due: Iteriamo le stime (4.61), (4.62) al fine di provare la tesi, e cioe che
|[E(t+c,7/2)|=0.

Consideriamo infatti, per 0 < r < d(x) e per t € R tale che valga (4.60), le successioni

r rl c
rh:§+§ﬁ’ th=t+C—E.
Risulta allora
r r 1
rozr>rh>rh+1>roozi, rh—th:EZhH,
bo=t <ty <ty <to=t+c, th+1—th:2hC+1

In virtt delle (4.61) e (4.62), le successioni

ap = |[E(ty, ), by = f (u—t,)?,

E(tp,rn)
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soddisfano le disuguaglianze di decadimento,

CN"

Ape1 < Wﬂi/nbh, (463)
CN"

bh+1 < 2 ai/”bh, (464)

per un qualche opportuno N € IN. Verifichiamo che, se 6 € (0,1) e sufficientemente
piccolo, allora
Or" 01" (2c)?
L VIR VI
per un qualche M > 0. Ragioniamo per induzione, tenendo presente che il caso i = 0

e verificato per ipotesi. Assumiamo dunque la validita di (4.65) per un certo h € IN, e
dimostriamo (4.65) per I + 1. Grazie alle (4.63) e (4.64) abbiamo infatti

(4.65)

CNh 2/n
a]/H_] S (Cr)z ah
CN" (Gr” )2/" 01" (2c)?
(cr)2 \ M M
N " 2/n n
- |4C(M1+2/n) 0 ]Gr .
Similmente si verifica che
N h n n
bh+1 < |C (M1+2/n) 62/ ] Or (2C)2 .

Al fine di dimostrare le (4.65) rimane quindi da trovare i valori di M e 0 per cui risulti

h
4C( N )62/”< 1

M1+2/n - M1 ’
i.e.
2/n h
92/”342M(MN ) , VYheNlN.

Scegliendo dunque,

2 1 n/2
M=N", 0= (—) ,
4 CNn/2

le (4.65) risultano verificate. Dalle (4.65) risulta immediatamente a., = 0, i.e.

IE(ta, 7)] = ‘E(t e, %) o,

che e la tesi. 0O
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4.3.4. Holderianita delle funzioni della classe di De Giorgi. Stabilita la locale limitatezza
degli elementi di DG, ((2), possiamo dimostrarne il carattere Holeriano riconducendoci
ai criteri della Sezione 4.3.2. Siamo cioe nella posizione di concludere la dimostrazione
del Teorema 4.17.

Dimostrazione del Teorema 4.17. Passo uno: Sia u € DG, (Q). Per il Corollario 4.22, u €
Ly (Q). In virtu del Lemma 4.20 al fine di provare la tesi ci bastera verificare I'esistenza
di una costante 1 € (0, 1) per cui risulti

w(x,r) < (1 =-nw(x,4r), Yxe€Q,0<r< @ , (4.66)

dove w é definita come nella sezione 4.3.2. Fissiamo dunque x € (), e denotiamo per
brevita w(r) = w(x,r), M(r) = M(x, r) e m(r) = m(x, r). Consideriamo la quota critica

M(4r) + m(4r)
0=,
2
e dimostriamo che
se  |E(ty,27)| < 1Bz (4.67)
= M(r) < M(4r) —nw(4r); (4.68)
se  |F(ty,2r) < |322,| (4.69)
= m(r) > m(4r) + nw(4r). (4.70)

Osservando che una fra le due condizioni (4.67) e (4.69) & sempre verificata e che
entrambe le conclusioni (4.68), (4.70) implicano (4.66), avremo allora concluso la di-
mostrazione del teorema. Di pili, possiamo supporre direttamente che valga (4.67) e
dimostrare (4.68); il ragionamento utilizzato a tale fine potra infatti essere riciclato nel
caso complementare (4.69) applicandolo a —u.

Passo due: Rimane quindi da provare che (4.67) implica (4.68). A tal fine produciamo
la seguente stima, valida ogni volta che ty <s <t < M(4r):

(t — s)*|E(t, 2r)[*'™ < C(n, y)|E(s, 2r) \ E(t, 2r)|r">(M(4r) —5)*. 4.71)
Consideriamo infatti la funzione v definita da
v = (min{t, u} — s), .

Allora v € W (By,(x)), v > 0, con

{y € Bay(x) : v(y) = O} = |F(s, 2)| 2 |F(to, 2r)| = |Bay| — [E(to, 27)| 2 Bzl

Per il Teorema 3.9 abbiamo dunque

c(n) ( j}; (Slzr)(mm{t u} — s)") f Vul. (4.72)
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dove si e posto per brevita G = E(s,2r) \ E(t, 2r). Tenendo conto di (4.51) e del fatto che
G C E(s,2r) troviamo facilmente

2
Y 2
IVMI) |G| Vul® < |G| f (=)
(\[G E(s,2r) (2r)2 E(s,4r)

)4
|G|W|B4r|(M(4T) - 5)2 .

IN

D’altra parte
f (min{t, u} —s)" > f (min{t, u} — )" > (t —s)" |E(t, 27)|.
E(s,2r) E(t,2r)

Mettendo insieme le ultime due stime con (4.72) si perviene immediatamente alla stima
4.71).

Passo tre: Applichiamo ora la (4.71) alla successione di insiemi di livello

b, = M(4r) — % — M(4r) — “;(f? ,
che chiaramente soddisfa
w =ty <ty <tpy <tew =M(®@r).
Osservando allora che
o —th = S, M@R) b= S0

e inserendo i valori s = t;, t = t,41 nella (4.71) troviamo che, a patto di modificare il
valore della costante C(n, ), risultera

|E(ta, 200" < C(n, y)r" 2 |E(t, 20) \ E(tin, 20, Yh 2 1.

Per ogni numero naturale N € N troviamo allora

[ee]

Clrt, )" 2 Bor@)] = Clt, )" Y E(th, 21) \ Etien, 20)

h=0

[Ey

> Y E(t, 2n)P" > NIE(h, 20",
h=0

i.e., a patto di modificare C(n,y), tenendo conto che |By,| = (2r)"|B|,

Cm )\
N ) 2n)".

|E(tN, 27‘)| < (

Scegliamo N € IN come il pitt piccolo numero naturale tale che

n'/2
(C(”’ y)) <0, 4.73)

N
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dove 0 = O(n, ) & la costante trovata nel Lemma 4.21. Dunque |E(ty, 2r)| < 0(2r)" e, per
il detto lemma, avremo

|E(tN +cC, 1’)| =0, 1ie. M(V) <ty+c,

1 1 f
c== (u —tn)?.
2 \/(27’)"9 E(ty,27) N

Rimane solamente da calcolare ty e da stimare c. Come visto, risulta

w(4r)
IN+1 4

dove

In = M(47") —

e considerando che |E(ty, 2r)| < 6(2r)" troviamo similmente che

M(4r) -ty w(4r)
2 - IN+2 7

c< %\/(zrl)"elE(tN' 2r)|(M(4r) — tn)* <

Si e dunque provato che

M(r)stN+csM(4r)—az)I(\];t?+%:M(4r)—

N w(4r).

Si conclude la dimostrazione ponendo

1
U—Wz

per N determinato nella (4.73) a partire da 0 = 0(n, y). O

4.4. Regolarita interna per minimi di funzionali uniformemente convessi. Siamo
dunque nella posizione di dimostrare il nostro principale risultato di regolarita.

Teorema 4.23. Sia f € CA(R") una funzione convessa con
V2Ol ] = AT, (4.74)
VZFEI<A, (4.75)

per ogni &, € R”, e tale che V2 f risulti localmente Lipschitziano su R". Sia Q un aperto di
R" e siau € W}O’CZ(Q) tale che risulti

f f(Vu) < f f(Vu+Ve), YoeWr*(Q). (4.76)
o) o}
Allora esistono a = a(n, A/A) € (0, 1) ed una funzione u € Clzo'f(Q) tali che u = u q.0. in Q.

Osservazione 4.3. Le ipotesi (4.74) ed (4.75) implicano 'esistenza di costanti positive
¢, C > 0 tali che risulti

clEP - C < f(&) <CA+[EP, Y& e R". 4.77)

In particolare data 1y € W?(Q) e assumendo che Q sia limitato, grazie al Teorema 2.29
possiamo sempre trovare una funzione u € W(Q) tale che risulti u — uy € W)*(Q) e
sia valida la (4.76). In particolare il Teorema 4.23 & non vuoto.
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Dimostrazione del Teorema 4.23: Per il Teorema 2.32, la minimalita (4.76) di u implica
la validita dell’equazione di Eulero-Lagrange (4.20). Grazie al Teorema 4.5 risulta
u € WIZO’S(Q) e inoltre, se v; = e; - (Vu) denota la derivata distribuzionale direzionale
i-esima di u, 1 < i < n, sappiamo che v; risolve I'equazione ellittica associata al campo
di matrici

A(x) = V2f(Vu(x)), xeQ, (4.78)

ie.
f AV, Vel =0, VYeeCl(Q). (4.79)
Si noti infatti che grazie alle ipotesi fatte su f risulta A € L*((; Ry ) e vale la (4.3). 11

Teorema di De Giorgi assicura allora 'esistenza di funzioni v; € C?o’f(Q) tali che risulti
v; = v; q.0. in (), per un qualche a = a(n, A/A) € (0,1). In particolare, senza perdere di
generalita, potremo supporre che risulti Vu € C?o’f(Q). A partire dalla (4.78) vediamo
allora che A € C?O’S‘(Q; Rem+)- Infatti dato ()" cC Q risulta M = sup,, [Vu| < o e

V2f € Lip(By; R™"). Pertanto avremo
|A(x) = A(y)| < Lip(V2f, By)IVu(x) — Vu(y)l < C(f, M, Q)x — y|*,

per ogni x, y € (). Possiamo dunque applicare il Teorema di Schauder a ciascuna v; per
verificare che Vu € Cll(f(Q) e concludere la dimostrazione del teorema. O

Osservazione 4.4. Assumiamo adesso che risulti f € C*(R"). Poiche u € Clzo’f(Q)
abbiamo in realta A = V2f(Vu) € Cllo’f(Q). Ripartiamo dunque dall’equazione ellittica
omogenea

fA[Vvi, V] =0, Yo € C(Q)),
Q

per v; = ¢;- Vu. Ripetendo il ragionamento del Teorema 4.4 basato sulla disuguaglianza
di Caccioppoli e sul Teorema dei rapporti incrementali, e tenendo presente che adesso
A e un campo di matrici di classe Cll’“, si dimostra che v; € WZ’Z(Q) perognii=1,..,n

oc loc
eche,sej=1,..,nev; =e¢; - Vo allorav € Wllo’f(Q) risolve I’equazione ellittica a
coefficienti hélderiani non-omogenea

[ Ao, vo1=- [ 5,0, vpecr@,
o) Q
dove il campo vettoriale S; ; &€ dato da

Si,j = (V]‘A)VUZ' .

In particolare S;; € C?o’f(Q; R"). Si ripete allora la dimostrazione del Teorema di
Schauder. Infatti il termine non-omogeneo S;; entrera nelle stime di decadimento
introducendo delle perturbazioni di ordine inferiore, che potranno essere riassorbite
tramite i soliti lemmi di iterazione. Si perverra dunque a dimostrare che v;; € Cllo’f(Q)

per ogni valore di i, ], i.e. cheu € Cfo’f(Q). Iterando questo argomento si dimostra
dunque che u € C*(Q).
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Osservazione 4.5. A patto di lavorare su minimi u che siano Lipschitziani in €,
lI'ipotesi di uniforme convessita (4.74) su f nel Teorema 4.23 puo essere rimpiazzata
dallipotesi di locale uniforme convessita che abbiamo visto essere soddisfatta in par-
ticolare dall’integrando dell’area f(&) = V1 +|&]2. Poiche in questo caso f € C(Q),
in virta dell’osservazione precedente si dimostra in questo modo che i minimi del
funzionale dell’area trovati nel Teorema 2.18 sono in realta infinitamente derivabili.
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5. ULTERIORI OSSERVAZIONI

5.1. Funzioni Lipschitziane e Teorema di Rademacher. In questa sezione presentiamo
alcune notevoli proprieta aggiuntive delle funzioni Lipschitziane. Cominciamo col
seguente lemma, che inverte il Lemma 2.9.

Lemma 5.1. Se u € WY*(R") allora esiste u : R" — R Lipschitziana su R" e limitata su R"
tale che u = u g.0. su IR".

Osservazione 5.1. E’ facile adattare la dimostrazione che segue per dimostrare che
se () @ un aperto convesso e u € W'*(Q) allora u coincide q.0. con una funzione
Lipschitziana su (). Senza un’ipotesi di questo tipo su Q) I'implicazione puo essere
falsa. Ad esempio se QO = {x € B : x, # 0} allora posto u(x) = sign(x,) abbiamo
u € W>(Q) ma chiaramente Lip(u; Q) = co. Non & difficile produrre un esempio simile
con (2 semplicemente connesso.

Dimostrazione del Lemma 5.1: Sia u, I’e-regolarizzata di u. Dalla (1.12), per ogni x € R",
[ue (0 < ullro@.y, Ve = [(Vi)(0)] < IVl s, v -
Applicando dunque il teorema fondamentale del calcolo a s — u.(x + s(y — x)|y — x|™),
troviamo
lue(x) = ue(W| < Vullswnlx = yl,  VYx,y € R". G.1)
In particolare {i.}. € una famiglia equicontinua ed equilimitata in C°(R"). Per il criterio
di compattezza di Ascoli-Arzeld, esiste una funzione u € C°(R") ed esiste ¢, — 0 tale

che, posto per brevita u;, = u,,, risulti u;, — u uniformemente sui compatti di IR". Poiche
uy(x) — u(x) per ogni x punto di Lebesgue della u, troviamo cheu = u q.o. sulR*. O

Dimostriamo ora che se u € una funzione Lipschitziana su IR"” e se x € R" & un punto
di Lebesgue del gradiente distribuzionale Vu di u, allora u e differenziabile in senso
classico in x, con differenziale definito proprio da Vu(x).

Teorema 5.2 (Teorema di Rademacher). Se u : R" — R Lipschitziana su R" e se x € R"
e un punto di Lebesgue di Vu, allora u e differenziabile in x, con d,u(t) = Vu(x) - T per ogni
e R

Dimostrazione. Per ipotesi x € R" ¢ tale che
1
lim — Vu(z) — Vu(x)ldz = 0. (5.2)
=017 JBr)

Dividiamo la dimostrazione in due passi.

Passo uno: Per r # 0 definiamo v, : R" — R ponendo

0,(y) = u(x + r{/) — u(x) ——

e raccogliamo alcune osservazioni su queste funzioni. Per ogni r # 0, la funzione v,
risulta Lipschitziana su R" con Lip(v,) < Lip(u) e con v,(0) = 0. In particolare {v,},.o €
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una famiglia di funzioni localmente equi-limitate ed equi-Lipschitziane su IR". Sia poi
Vo, il gradiente debole di v, su IR". Allora per q.0. y € R" risulta

Vo (y) = Vu(x + ry). (5.3)

Sia infatti ¢ € CZ(R"). Tenendo conto del fatto che f]Rn u(x)Ve(y)dy = 0 e posto
U(z) = p(r}(z — x)) per z € R", abbiamo

Vo(r'(z-x) d
% f ulx +ry)Vely)dy = fR n ”(Z)MT:

d d
[ wavee Z =~ [ vavia S

f n v (Y)Ve(y)dy

= —fRn(P(y)Vu(xHy)dy,

che e la (5.3). Cambiando variabili in (5.2) troviamo similmente che per ogni R > 0
risulta

iy [ Vo, - Vu(ldy =0, (5.4
r— Bx

cioé Vo, — Vu(x)in L; (R") per r — 0.

Passo due: Usiamo le informazione del passo uno per concludere la dimostrazione.
Per il criterio di compattezza di Ascoli-Arzela, data una successione 1, — 0 esistono
v € CO(R") e h(k) — oo tali che, posto con abuso di notazione vy = Up,y, S1 abbia vy — ©
uniformemente sui compatti di R”. In particolare v(0) = 0 e v e Lipschitziana su R".
Dalla (5.4) troviamo facilmente che per ogni ¢ € CZ°(R"),

va(p =lim | v,Vp =-1lim | ¢Vu, = - f(p(y)Vu(x)dy,
B B B

h—o0 B h—o0

cioe il gradiente debole di v su IR" e costante e soddisfa
Vo(y) = Vu(x),

per g.o. y € R". Dal Lemma 2.6 (applicato alla funzione w(y) = v(y) — Vu(x) -y, y € R")
troviamo allora che

o(y) = ¢+ Vu() -y,
per q.o. y € R". La condizione v(0) = 0 implica ¢ = 0. Quindi vy — v uniformemente
sui compatti di R", con v(y) = Vu(x) - y per ogni y € R". Poiche v ¢ indipendente
dalla successione 1, scelta in partenza si € dunque provato che se r — 0 allora v, — v
uniformemente sui compatti di R", i.e.

u(x +ry) — u(x)

lim sup
r—0 yek

- Vu(x)-y| =0,

per ogni compatto K di R". Dunque u ¢ differenziabile in x e il suo differenziale coincide
col funzionale lineare definito da Vu(x). O



114

5.2. Integrandi dipendenti da variabili di ordine inferiore. Possiamo ottenere risul-
tati di esistenza di minimi per problemi piti generali di quello considerato nel Teorema
2.29. Nel seguente teorema perturbiamo il funzionale fQ f(Vu) con termini di ordine
inferiore a crescita controllata.

Teorema 5.3. Siano p, f ed Q) come nel Teorema 2.29. Sia g : QO X R — R tale che

(i) g(-,s) e misurabile su Q) per ogni s € IR; g(x, -) e continua per q.0. x € ;
(ii) esistonoa € LY(Q), € € (0,p — 1) e b € LP/¥(Q) tali che

g(x,8) = —a(x) = b(x)IsI™, (5.5)

per g.0. x € e per ogni s € R.
Se ug € WP(Q) soddisfa

fQ F(Vitg(x) + g, o) d < oo,

allora esiste un minimo per il problema variazionale

inf{f F(Vu(x)) + g(x, u(x))dx : u —ugy € Wé’p(Q)} . (5.6)
o)

Dimostrazione: Denotando con m il valore dell’estremo inferiore in (5.6), osserviamo che

) . . . 1, .
l'ipotesi fatta su ug assicura m < co. Sia dunque {uybren C (1o + W, P(Q)) una successione
minimizzante per (5.6), cosicche

m =limsup | f(Vuy)+ g(x, uy).
o)

h—o0

Tenendo in considerazione (2.70) e (5.5) troviamo quindi che

(m + lallq) + CIQI) > limsup | c|Vuyl’ — b luy ™.
h—o0 Q

Osserviamo ora che
blunlP™* < 2071 (bluol™ + bluy, — uol ™)
Da una parte grazie alla disuguaglianza di Holder troviamo

fb|u0|p_g < 1Bl e o lltollr ) -
Q

D’altra parte grazie alla disuguaglianza di Young troviamo che per ogni 6 > 0

fblu—uolp‘fSC(p,(S)fb”/$+(5f|u—u0|”,
Q Q Q

(dove C(p,0) — oo se 6 — 07). Per la disuguaglianza di Faber-Krahn,

f 1= uol? < C(n, p)IQP'" f V= o) < Cln, p)IQI" ( f |wh|f’+|wo|f’),
Q Q Q
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dunque mettendo tutto insieme
K> (c - 6C(n,p)QF'™ lim supf VuylP,
h—oc0 Q

dove la costante K dipende da n, p, ¢, M, |lall.1q), 1Ql, 16l [tollwrr) € 6, ma non
dalla successione uy,. Scegliendo opportunamente 6 si trova dunque che la successione
{Vup}en € limitata in LP(Q; R"). Per il Lemma 2.30 si trova allora che, a meno di estrarre
sottosuccessioni, u, — u in L(IR") dove u € (uy + W'?(Q)). La minimalita di u risultera
dunque provata a partire dalla relazione di semicontinuita inferiore

liir_l)ionfo(Vuh)+g(x,uh) > fo(Vu)+g(x,u).

In virtt del Teorema 2.7 ci basta verificare che

hmmf f (x, uy) > f g(x,u).

Poiche dalla (5.5) e dal Lemma di Fatou segue

lim inff Qe up) +a+blul~ > f glx,u)y +a+bluf,
h—oo Q o)
& sufficiente dimostrare che

lim f bl = f bluf~ . (5.7)
h—oo Q Q

In effetti, posto v, = max{uy, u} e g = p — ¢, applicando due volte la disuguaglianza di
Holder (prima con gli esponenti coniugati p/e e p/(p — ¢), quindi con g e q)

f bl = blu| < f bllsl? = "] < f alblon s —
Q a 0
1-(¢/p)
< plibllyeq) (f |Uh|[(q—l)P]/(P—€)|uh_ulp/(p—e))
1-(¢/p)
<

Pllbllme(g)[( f Ivh|”)l/q ( f |uh_u|p) )

Poiche max{|s|, [{|]} < Is| + |f| troviamo subito che |[vy|lr) < Cmax{|unllrq), llullrq)l-
Poiche u;, — u in LF(Q) la (5.7) € dunque dimostrata. O

Osservazione 5.2. Nel Teorema 5.3 si permette a ¢ di assumere valori negativi. Per
ottenere un risultato di esistenza in questa situazione e necessario richiedere l'ipotesi
di crescita controllata dal basso (5.5), al fine di evitare che il funzionale minimizzato
possa assumere valori infinitamente negativi. L'ipotesi fatta, cioe che —g(x,s) tenda a
+00 al pitt come |s|7 per un qualche g < p € in un certo senso la migliore possibile se
vogliamo ottenere un teorema cosi generale. Consideriamo ad esempio il caso in cui
—g(x,s) si comporti come |s|. In tal caso la funzione b deve soddisfarre una qualche
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limitazione puntuale dipendente dai dati del problema. A titolo di esempio consideriamo
il caso in cui b risulti costante e formuliamo il problema variazionale

m(b) = inf{ f IVul —bluf :u e wg*’(g)} ) (5.8)
Q

che coincide col problema (5.6) per uy = 0, g(x,s) = b|s|’, b € R. Posto F(u) = fQ Vulp —

blulP risulta allora
Fu) = { [ wur —AP(Q>|u|P}+<Ap(Q>—b> [

Sia ora v un’autofunzione del p-Laplaciano in Q (i.e., fQ o =1e fQ Vol = A,(Q), si
veda l'osservazione 2.26). Il termine fra parentesi graffe € sempre non negativo per
definizione di A,((2), e si annulla se e solo u = tv per un qualche t € R. Se dunque

b < A,(Q) allora F > 0 su Wé’p(Q) e F(u) = 0 se e solo se u = 0: in particolare m(b) =0 e
u = 0 ¢ I'unico minimo del problema, che dunque ¢ banale. Se b > A,(Q) allora

F(tv) = —# (b — A,(Q)) — —c0

per t — +oo, e in particolare m(b) = —oco e non esistono minimi. Infine se b = 1,(Q)
abbiamo F > 0 su Wé’p (Q) con F(u) = 0 se e solo se u = tv per un qualche t € R.

I minimi trovati nel Teorema 5.3 soddisfano un’opportuna forma dell’equazione di
Eulero-Lagrange.

Teorema 5.4. Sia f : R" — R una funzione convessa di classe C(R") tale che per un qualche
p € (1,00)eC > 0risulti

IVAEI < CA+1EPT).
Sia Q) un aperto di R" e sin g : QQ X R tale che g(-,s) sia misurabile in () per ogni s € R e
8k, ) eC(R)e
906, 9) = g(x, ] < CAL+ st + [T ls — ], (59)

per g.o. x € Q e per ogni s,t € R, dove q soddifa le condizioni (2.67). Sia infine u € W'#(Q)
tale che risulti

f F(Vu) + g(x,u) < f fVu+Ve)+gxu+e), VoeW,"(Q). (5.10)
Q Q
Allora vale I'equazione di Eulero-Lagrange
Jg 1
fo(Vu) Vo = —f —=(x, u)p, Yo € W,"(Q). (5.11)
Q Q 0s
In particolare, se u € C*(Q) e f € C*(R") allora

. 98
div (Vf(Vu)) = g(x, u) su Q.
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Dimostrazione: Data ¢ € C;°(Q)) si considera la funzione @ : R — R definita da

q)(t):Lf(Vu+tho)+g(x,u+tg0), teR.

Per ipotesi ® ha un minimo in f = 0. Ragionando come nella dimostrazione del Teorema
2.32 si dimostra dunque che @ e derivabile in f = 0, con

P
@'(0) = fQ Vf(Vu)-V(p+a—§(x,u)g0.
O

Osservazione 5.3. Si osservi come nel caso presente I’equazione di Eulero-Lagrange
(5.11) non sia piu sufficiente a caratterizzare i minimi (infatti le funzioni @ costru-
ite nella dimostrazione non risultano in generale convesse su R). Effettivamente, in
questa situazione, si possono trovare soluzioni dell’equazione di Eulero-Lagrange che
non risultano essere minimi. Tale funzioni si dicono generalmente stazionarie per il
funzionale associato all’equazione (5.11).

Esempio 5.1. Per il Teorema 5.4, I'equazione di Poisson —Au(x) = g(x) e 'equazione di
Eulero-Lagrange del funzionale fQ(l/Z)IVuI2 - g(x)u.

Esempio 5.2. Per il Teorema 5.4 i minimi del problema (5.8) con b = A,(Q2) soddisfano
I'equazione di Eulero-Lagrange

—Apu = A, (Q)uf?u suQ.

Si motiva cosi la scelta di chiamare A,(€2) primo autovalore del p-Laplaciano.
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PrEREQUISITI

Si assume che lo studente abbia familiarita coi seguenti risultati di analisi matematica,
usualmente trattati nei corsi del biennio e/o nei corsi istituzionali di analisi. Si indicano
dei riferimenti bibliografici per alcuni di questi risultati. Con |E| indichiamo la misura
di Lebesgue dell’insieme E C R”, mentre H"! denota la misura di Hausdorff (n — 1)-
dimensionale in IR".

Formula del cambiamento di variabili: Sia T € C'(R";R") iniettiva con VT limitato in
IR". Definito il Jacobiano di T come

JT(x) = |detVT(x)|, x e R,
per ogni Boreliano E C R" risulta
@)= [ .
E

Per una dimostrazione si veda [10, Capitolo 9].

Teorema della divergenza/Teorema di Gauss-Green: Dato un campo vettoriale T €
CH(R";R"), oppure una funzione ¢ € C!(R"), combinando il teorema fondamentale
del calcolo e il teorema di Fubini troviamo

f div T(x)dx =0, (5.12)
f Vop(x)dx =0. (5.13)

Se Q2 & un aperto di R" con bordo di classe C! e se vq & la normale esterna ad Q, allora
si dimostra che

f div T(x)dx = f (T() - v () dH (), (5.14)
Q 0

ngo(x)dx:f P(x) va(x)dH"(x). (5.15)
Q 90

Per una dimostrazione si veda [10, Capitolo 10].

Teorema di Ascoli-Arzela: Dato un insieme E C R" ed una successione {u}ren di
funzioni equicontinue ed equilimitate su E, esiste una funzione u continua su E ed
una sottosuccessione 1y convergente uniformemente ad u sui compatti di E. Si veda
ancora [10, Capitolo 1].

Densita delle funzioni continue negli spazi LP: Se E & misurabile secondo Lebesgue,
0>0eduelP(E)(1 <p< o), allora

o — ullppE) <0,

per una qualche v € C2(R").
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Convergenza debole in LV (E): Dato p tale che 1 < p < oo definiamo p’ ponendo

1, sep = oo,
p=23p/p-1), sel <p<oo,
+00, sep=1.

Sia E un Boreliano di R" e siano {u,}pen € LP(E), u € L¥(E). Se 1 < p < oo diciamo che

up, —uin L7 (E) se
limfuhvzfuv,
h—oo E E

per ogni v € L7 (E). Nel caso p = oo diciamo che uy, = yin L*(E) se

limfuhvzfuv,
h—o0 E E

per ogni v € L'(E). In entrambi i casi si ha sempre
1ellrr ey < hirlinf 2nller ey ,

e necessariamente {u},en € limitata in LP(E). Viceversa, se {u;},en € Una successione
limitata in LP(E) per 1 < p < oo, allora esistono u € LP(E) ed h(k) — oo per k — oo tali che
Upiy — U in LP(E) (se 1< p < OO),
Un(k) N uin LOO(E) (se p= OO) .

Questo fondamentale teorema di compattezza si basa essenzialmente sul seguente
Teorema di Riesz. Se1 <p < o e L:[’(E) = R & un funzionale lineare e limitato, i.e.

ILIl = sup{L(u) : u € L'(E),, [lullrg) < 1} < o0,

allora esiste v € L¥'(E) tale che ||L|| = ol gy €
L(u) = fuv, Yu € IF(E).
E
Per tutti questi risultati si veda [2, IV.3].

Criterio di compattezza in spazi metrici. Sia (X, d) uno spazio metrico completo. Allora
Y C X e pre-compatto (cioe, la chiusura di Y & un compatto in X) se e solo se per ogni
6 > 0 esiste Zs C X pre-compatto tale che per ogni y € Y esista z € Zs con d(y, z) < 0 (il
criterio si dimostra facilmente costruendo opportune successioni diagonali).
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NoTAZIONE

Sia Q un insieme aperto di R"”. Denotiamo con C°(Q) lo spazio vettoriale delle funzioni
continue su Q e con C°(Q) lo spazio vettoriale delle funzioni uniformemente continue
su Q. Si noti come ogni u € C(QQ) si estenda univocamente per continuitd su Q.
Denotiamo con CY(Q) lo spazio vettoriale delle funzioni continue a supporto compatto
in Q. Ovviamente C%(Q) c C°(Q) c C%(Q). Dato k € N, k > 1, denotiamo con CK(Q) -
rispettivamente: con C* (Q)-1o spazio vettoriale delle funzioni derivabili fino all’ordine
k, con derivate continue - rispettivamente: uniformemente continue. Introduciamo in
modo ovvio lo spazio C’C‘(Q), poniamo

@ =,

kelN

e similmente definiamo C*(Q) e CZ(Q). Datoa € (0,1] e u : QO — R denotiamo con

|u(x) — u(y)l }
Ulpo =sups ——————— :x,y € Q ,x # ,
[u]a0 p{ T y y
la costante di Holder di esponente a di u in Q. Se [u],q < oo allora u soddisfa una
disuguglianza di continuita uniforme in ()

lux) —u(y)l < [uloolx—yl*,  VYx,yeQ,

e si dice che u ¢ a-Holderiana in Q. Denotiamo con C%#(Q) lo spazio vettoriale delle
funzioni a-Holderiane in Q e, dato k € N, k > 1, denotiamo con C**(Q) lo spazio delle
funzioni derivabili fino all’ordine k con derivate a-Holderiane in ). Si osservi che

ch(Q) c cf(Q),  VkeN.
Definiamo in modo ovvio gli spazi C**(Q) e poniamo infine

CrQ) ={u: Q- R:ueC™Q), VY cc Q.
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